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Creativity is just connecting things. 
–Steve Jobs



History

Regression

• 회귀(regress)의 사전적 의미 “go back to an earlier and worse condition” (옛날 상태로 돌아감)

• 영국의 유전학자 Francis Galton(1822-1911)의 연구 -(처음에는 sweat pea)

부모의 키와 자녀의 키 사이 관계 연구 : 928명의 성인 자녀 키(여자는 키에 1.08배, 행)와 부모 키(아버
지 키와 어머니 키의 평균, 열)를 조사하여 다음 표를 얻었음 

Galton은 표를 관찰한 결과 : 키는 평균(아래 그림 M) 수준을 기준으로 부모와 자식의 편차가 커지고 있
음을 알 수 있음 - 부모의 키가 평균 키 이상이면 자녀의 키는 부모 키보다 작아지는 경향을 보이고 있고 
평균 키 이하에서는 반대 현상 표에서 직선이 중앙 일정 구간이외에는 중심으로 향해 낮아짐  

즉 중심으로 회귀하려는 경향, 그가 제안한 분석방법의 이름을 “회귀”분석이라 명명하였다.
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Karl Pearson(1903) :

Galton의 아이디어 수리적 모형화 및 추정방법 OLS(ordinary least square 최소자승법) 제안하고, 
1,078명 부자 키 데이터 활용하여 SonH = 33.73 + 0.516FatherH 추정식 얻음 

• 아버지의 키가 1인치 커지면 아들 키는 0.516인치 커짐 - 기울기 개념

3



분산분석

• 두 모집단 평균 검정을 위하여 사용되던 z- 검정 방법, w.s. Gosset에 제안한 소표본 검정방법인 t-
분포 사용되었음

• Fisher의 저서 "Statistical Methods for Research Workers." : k개 정규 모집단으로 평균 비교를 
확장한 개념인 ANOVA 제안

• 분산 분석 (ANOVA)은 데이터의 총 변동성을 체계적 요인과 랜덤 요인으로 나눈 통계에 사용되는 분
석 도구입니다.

• F =
MST
MSE

 : 변동 비에 의해 체계적 변동의 유의성을 검정

회귀분석과 분산분석의 같은 점 및 다른점 Y = f (X′ s) + e

같은 점

• 목표변수 Y를 가지고 있고 정규분포를 따른다. (사실 오차항이 정규분포를 따르고 X는 확률변수가 아
닌 결정변수이므로 목표변수가 정규분포를 따른다)

• 예측변수(X, Input)과 목표변수(output) 함수관계 f (x′ s) 는 선형이다. => 두 분석을 합하여 선형모형 
분석이라 한다.

다른점

예측변수의 형태 

• 회귀모형의 예측변수는 측정형 - 범주형을 사용할 때는 지시변수 형태를 따름

• 분산분석의 예측변수는 요인(처리효과)라 하며 범주형임 - 순서형인 경우 RSM response surface 
model, 측정형인 경우는 ANCOVA 모형이라(공변량 covariate) 함

유의성 검정

• 회귀모형 : 예측변수의 기울기 유의성 - 회귀모형 전체의 유의성은 모형변동, 오차변동 비 검정

• 분산분석 : 요인변동, 오차변동 비
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Data

모형과 데이터 사이클

확증적 분석

	 	 탐색적 분석

과학에서 이론이 제안되고 데이터 분석이 이루어지는 경우보다는 데이터로부터 새로운 이론이나 모형을 
도출하는 경우가 많고 탐색적 자료 분석에 의해 제안된 이론이나 모형은 다시 confirmatory 방법에 의해 
유의성이 (significance) 검증되므로 모형과 데이터는 순환 사이클을 갖는다.

통계적 모형은 과학적 진실이기 보다는 분석 대상이 되는 사실(현황)의 대표적 모형이다. 예를 들어, 회귀
모형에서는 ( Y = α + βX + e ) 선형함수(모형)이 설명하지 못하는 오차항(e)이존재하고 이 오차항은 평균 
0, 분산 σ2 인 정규분포를 따른다고 가정한다.

데이터 정의

(정의)  추론, 정보획득, 계산에 사용되는 실제의 조사, 측정된 값 (통계) (웹스
터), 정보를 가진 숫자의 모임

통계학에서 분석 대상인 데이터는 행과 열로 이루어져 있으며, 행은 개체 sub-
ject  관측치, 열은 관심 특성, 변수 variable로 이루어진 숫자 행렬이다.행의 
첨자는 개체를 나타내고, 열의 첨자는 변수를 나타낸다.

데이터와 확률변수 random variable 

통계분석의 대상이 되는 데이터는 변수들로 구성되어 있는데, 변
수의 관측결과와 숫자를 일대일 매칭한 함수를 확률변수라 한다. 
변수의 관측치가 숫자인 경우는 데이터 값 자체가 확률변수이다.

확률변수가 가질 수 있는 값과 대응하는 확률을 일대일 매칭한 
함수를 확률분포함수(pdf probability density  function)라 한
다. PDF 는 데이터(변수)가 가진 모든 정보를 표현하고 있다. 변
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수의 관측값이 가질 수 있는 가장 큰 값, 작은 값, 중앙 위치, 그리고 어느 구간이 관측 가능성이 가장 높은
지 등, 모든 정보를 확률밀도함수가 가지고 있다

데이터 종류

고전적 정의 : 통계학에서는 변수 variable, 사회과학방법론에서는 scale라 한다.

질적 Qualitative, Non-metric (분류형 변수, classified, 범주형 categorical) : 개체를 분류하기 위해 측
정된 변수를 의미 하며 성별, 결혼여부 등이 그 예이다.

• 명목 (nominal): 개체를 구분하거나 분류할 목적 (예)  성별, 결혼여부, 직업, 거주시도

• 순서, 서열 (ordinal): 개체를 일정한 순위순서를 가진 분류, ︎ 성적(A, B, ..) 소득수준(상, 중, 하),

양적 Quantative, Metric (측정형 변수, measurable) : 실험 개체의 측 정 가능한 특성을 측정한 변수로 
키, 몸무게, 평점, IQ, 교통량, 사망자 수가 그 예이다. 연속형 변수는 모두 측정형 변수이고 이산형 변수 
중 측정형 변수가 있을 수 있다.

• 구간, 등간 interval : 0 의미 없고 배율도 의미 없음 (예) 온도, 리커트 척도

• 비율척도 ratio : 0이라는 숫자의 의미가 있고 배율의 의미 존재 (예) 모든 측정형 소득

시간적 정의

• 횡단 변수 cross section : 일정 시점의 조사 데이터

• 종단변수 time series : 시간적 순서를 갖는 데이터 -  대신 로 표현, 경제 지표(환율, 수출량)나 기업의 
연차별 자료(연도별 매 출액), 연도별/월별 청년 실업율 - 	계량 경제(econometrics), 패널회귀분석
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인과관계 casual relationship

인과 관계 모형은 통계분석에 의해 검증되는 것이지 발견하는 것은 아니다. 모형 설정은 이론, 경험적 타
당성에 근거하여 이루어진다.

• Input X - 독립변수, 요인(처리효과), 예측변수, 예측변수, 내생(endogenous)변수 : 원인이 되는 변
수, 분산 분석에서 설명 변수는 처리 효과, 요인으로 불리어진다.

• Output Y - 목표변수, 반응변수, 목표변수, 외생(exogenous)변수 : 영향을 받는 변수

일반적 통계 모형 - Y = f (X′ s) + e : 함수 f  형태 중 해석이 용이하고 간단한 모형이 선형

인과 관계는 이론적, 경험적 타당성에 근거하여 데이터 수집 전에 이론이나 경험에 의해 설정되는 것이지 
분석 후 설정되는 것은 아님

• 예를 들어 보자. 대학생 40명의 GPA성적과 용돈을 조사하였다. GPA성적-Y, 용돈을 X로 하여 회귀
분석을 실시한 결과 유의한(significant)가 있다고 해서 용돈이 수능성적에 영향을 미친다고 할 수 있
나? No, 인과관계 설명은 또 다른 이야기임, 최종 인과관계는 사회실험 조사 필요

• 고전적인 예제 - 흡연과 암의 인과관계 : 횡단시점 분석(코호트 분석), 암 환자의 흡연비율과 일반인 흡
연비율 차이 비교 - 그러나 숨은 변인 효과 

• association (연관)이 인과 (causation)를 의미하는 것은 아님 - 두 변수의 관계를 분석할 때 고려하지 
않았으나 관계에 영향을 미치는 변수를 lurking(숨은, 잠재) 변수로 인한 것임, 흡연과 암의 관계에서 
소득수준이 잠재변인일 수 있음, 소득수준 효과를 제외하면 흡연과 암의 (인과)관계가 존재하지 않을 
수 있음

비정형 포멧

• 문자 : 텍스트 마이닝, 자연어 처리, word cloud

• 음성 : 오디오 파일 포멧을 데이터로 변환/역변환 가능 (convert audio format into data format)

• 이미지 :  이미지 파일 (x, y) 좌표나 6자리 숫자 단위로 변환 가능
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데이터 포멧 in Big Data 

Data frame

• 열이름과 행 이름을 가진 행렬 데이터

• 열 이름은 변수명과 일치하며, 행은 일련의 숫자로 되어 있음

• 모든 연산은 변수명(열 단위), 행 단위로 하게 된다. => 함수를 이용한다.

Matrix, Array

• 행과 열로 이루진 행렬과 열 하나만 이루어진 벡터 형태인 array 

• 숫자로 구성되어 있고 연산은 수학 (행렬) 연산자에 의해서만 가능하다.

언어에서의 구별

내용 R (typeof()) Python

데이터 dataframe Pandas : pd.DataFrame, 
pd.Series

행렬 matrix(), vector() Numpy : np.matrix, 
np.array

문자열 list(), c(“ ”) str

숫자 c() int, float, complex

순서(열거) 
sequence list, tuple, range

Boolean 논리 연산자 &, && 참, 거짓

Operators +, -, *, /

+=, %=, ==, !=, 
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matrix algebra

행렬

정의

An×p =

a11 a12 ⋯ a1p
a21 a22 ⋯ a2p

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
an1 an2 ⋯ anp

=> A3×3 = [
1 2 −1
0 1 2
1 0 2 ], B3×2 = [

1 −1
2 0
1 2 ]

• 간편식 {Aij} - 첨자 i는 행, j는 열을 나타냄

• 행 차수 n, 열 차수 p인 행렬, 차수 (nXp)인 행렬 -  기호 대문자 A, B, ...

벡터 vector

• 열의 차수가 1인 행렬을 열 벡터(column vector) => x = [
1
2
1]

• 행의 차수가 1인 행렬을 행 벡터(row vector) => y = [1 2 1] 

• 일반적으로 벡터라 함은 열 벡터를 의미하고 소문자와 아래 바를 사용 - 기호 a_, b_ , ...

스칼라 scalr 

• 행과 열의 차수 모두가 1인 경우 행렬은 scalar (스칼라)이다. 

• 즉 -2, 3 등의 실수는 행렬에서는 스칼라라 한다.  - 기호 a, b, ...

 

특수한 행렬

정방 sqaure 행렬 

• 행과 열의 차수가 동일한 행렬 - An×n
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대각 diagonal 행렬 

• 정방행렬 중 대각원소를 제외한 모든 원소가 0인 경우 - D3 = [
1 0 0
0 0 0
0 0 −2]

• 대각원소의 합을 trace라 한다. tr(D) =
n

∑
i=1

dii = − 1, tr(A) = 16

항등 identiry 행렬 

• 대각행렬 중 대각원소를 모두 1인 경우 : I3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1]

• 항등행렬의 trace는 차수 n이고 숫자의 1과 같은 역할을 한다.

전치 transpose

• 행렬 An×p 에서 행과 열을 바꾸는 것을 전치라 하고 A′ (혹은 AT )로 나타내며 차수는 ( p × n ).

• A′ 3×3 = [
1 0 1
2 1 0

−1 2 2], x′ = [1 2 1]

대칭 symetric 행렬 

• 원 행렬과 대칭 행렬이 동일한 행렬 : A′ = A (예) S2 = (1 2
2 3)는 대칭행렬

• 항등행렬은 모두 대칭 행렬이다.

사칙연산 Algebra

행렬의 합(차) addition / subtraction

• 대응하는 원소의 합/차로 계산된다.

• 합(차) 계산이 가능하려면 두 행렬의 차수는 동일해야 한다. conformable 

 (예제) A ± B는 성립하지 않는다.
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B3×2 = [
1 −1
2 0
1 2 ], C3×2 = [

1 2
3 4

−2 −1]  => C3×2 = A + B = [
1 1
5 4

−1 1]

행렬의 곱 multiplication

• 행렬에서 곱의 conformable(적합) 조건 : 앞 행렬(벡터)의 열의 차수와 뒤 행렬 행의 차수가 동일

• 곱의 결과는 (앞 행렬의 행 차수)x(뒤 행렬의 열의 차수)인 행렬(벡터, 스칼라)이다. 

• 행렬A[i번째 행]x행렬B[j번째 열] 대응 곱 =(AB)행렬[(i, j) 원소]

ABkj =
p

∑
i

akibij  

(예제) AB는 계산 적합하나 AB′ 는 계산 적합하지 않다.

A3×3 = [
1 2 −1
0 1 2
1 0 2 ], B3×2 = [

1 −1
2 0
1 2 ]=> C3×2 = (AB)3×2 = [

4 −3
4 4
2 3 ]

(성질)

• AB ≠ BA (일반적으로)

• (AB)′ = B′ A′  : 곱의 전치는 

• A′ A은 대칭행렬이다.

(행 벡터)x(열 벡터)

벡터의 곱은 앞 벡터의 열의 원소와 대응하는 뒤 벡터의 행의 원소의 곱을 더한 값을 적으면 된다. 곱이 가
능하기 위해서는 앞 행의 차수와 열의 차수는 같아야 하며 행 벡터(1xp행렬)와 열 벡터(px1행렬) 곱은 
scalar(1x1행렬)이다. 
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c = [
1
2
1], d′ = [1 1 −1]=> d′ c = 0 결과 값은 스칼라(scalar)

(열 벡터)x(행 벡터)

열 벡터 열 원소와 행 벡터의 행 원소의 곱을 (앞의 열 벡터 원소 위치) 행, (뒤의 행 벡터 원수 위치) 열로 
하여 행렬을 만든다. 앞의 열 벡터와 차수와 뒤 열 벡터 차수는 같을 필요가 없다. 결과는 (nxp) 행렬이다.

c = [
1
2
1], d′ = [1 1 −1]=> c′ d = [

1 1 −1
2 2 −2
1 1 −1]=> 결과 값은 행렬

행렬식 Determinant

• 행렬식은 정방행렬에서만 계산되며 결과는 스칼라 (기호) A  혹은 det(A) 

 ( 2 × 2 행렬) ( 3 × 3 행렬) 

소인자 Minor

• 지정한 행, 열을 제외한 행령 : 

• 소인자에 의한 행렬식 계산 : 
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(행렬식 성질)

• A′ = A , AB = BA , AB = A B

• 행렬 A의 두 행이 같으면 행렬식은 0이다.

• 한 행(열)의 상수를 곱하여 다른 행에 더해도 행렬식 값은 변하지 않는다.

• 한 행(열)을 다른 행들의 선형 결합으로 표현할 수 있으면 행렬식 0이다. 

역행렬

• AB = I 만족하는 행렬 B를 행렬 A의 역행렬이라 하고 A−1로 표기한다. 

계수 rank

• (정의) 행렬에서 선형 독립인 행의 개수와 열의 개수 중 최소값, rank(Am×n) ≤ min(n, m) 

• 정의(full rank) : (nxn)정방 행렬에서 선형 독립인 행(열)의 개수( )가 행렬의 차수 n와 같다면 이 행렬
은 full-rank 행렬이라 한다. 즉 rank(An×n) = n 이면 full-rank이다. 
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정의(LIN: linearly independent vector)

•  가 성립하려면 모든 ai = 0 일 때만 만족한다면 열벡터 ( x_1, x_2, . . . , x_p ) 
는 선형 독립(linearly independent) 벡터라 함 

• 0이 아닌  ai에 대해서 만족한다면 선형 종속(linearly dependent)인 벡터

• 상호 종속인 벡터는 하나의 벡터를 다른 벡터들의 선형 결합으로 표시할 수 있다는 것을 의미한다.

B3×2 = [
1 −1
2 0
1 2 ]=> rank(B) = 2,

M3×3 = [
1 −1 0
2 0 2
1 2 3]=> rank(M ) = 2 왜? 첫째 열과 둘째 열의 합은 3째열이다. 그러므로 3번째 열은 

종속되어 있음 => 역행렬 M−1은 존재하지 않으며 Mx = 0을 만족하는 해는 무수히 많다.

행렬 활용

연립방정식 풀이

 
2x − 2y − z = 5
x + y − 2z = 1

x − z = 4
 => Ax = b , A = [

2 −2 −1
1 1 −2
1 0 −1], x = [

x
y
z], b = [

5
1
4] => (해) => x_ = A−1 b_  

일변량 확률변수 x 기대값 행렬 표현

확률변수 x의 n개 관측치 벡터를  x =

x1
x2…
xn

이라 하자.

• ∑ xi => (행렬 표현) ∑ xi = (1′ x), where 1 은 차수가 n인 1벡터, 모든 원소가 1
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• ∑ x2
i  => ∑ x2

i = x′ x    /    평균 x̄ = ∑ xi /n = (1′ x)/n

확률변수 벡터 x =

x1
x2…
xp

 

확률변수 xi의 평균과 분산을 각각 μi, σ2
ii라 하고 (xi, xj)의 공분산을 σ2

ij 라 하면

이다.

(3) E(a′ x) = a′ μ : 결과는 스칼라	 (4) V(a′ x) = aΣa′ 

선형회귀모형(예측변수 p개)

• Yi = α + β1X1i + β2X2i + … + βpXpi + ei, for i = 1,2,...,n, ei ∼ iidN(0,σ2)

• 행렬표현 y
n×1

= Xn×(p+1) b(p+1)×1 + en×1, e ∼ N(0, σ2I ) 

• 평균 : ȳ = ∑ yi /n = [11...1]y = 1′ y/n 

• 분산 :  s(y) = ∑ (yi − ȳ)2 /(n − 1) = (y − μ)′ (y − μ)/(n − 1)

행렬의 미분

상수벡터 a′ = [a1 a2 … ap], 정방행렬 A 에 대하여

(1) ∂
∂x

(a′ x) = a		 (2) ∂
∂x

(x′ a) = a 3) ∂
∂x

(x′ Ax) = Ax + A′ x => (A 대칭행렬) ∂
∂x

(x′ Ax) = 2Ax

회귀모형 y
n×1

= Xn×(p+1) b(p+1)×1 + en×1

OLS 추정 : minα,β1,...,βp ∑ e2
i = e′ e = (y − Xb)′ (y − Xb)
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고유치 eigen value 고유벡터

고유치 구하기

• 차수가 n인 정방행렬 An×n 의 |A − λI |  행렬식을 계산한다. 이 방정식은 차수가 n인 λ의 다항방정식
이다. f (λ) = a1λn + a2λn−1 + …

• f (λ) = a1λn + a2λn−1 + … = 0 특성방정식(characteristic equation) 를 만족하는 λ1, λ2, …λn (n개 
존재) 고유치(eigen value, characteristic value, latent value)라 한다.

• 이렇게 구한 λi는 A − λI 행렬을 singular로 만든다

고유벡터 구하기

• 각 λi에 대하여 (A − λI )x = 0을 구하면 이를 고유벡터라 한다.

• [단점] A − λI 행렬을 singular이므로 고유벡터 x는 무수히 많이 존재한다.

• [장점] 이 성질 때문에 요인 분석에서 요인 회전이 가능하다. 

• 활용 시 x′ x = 1을 만적하는 정규(Norm) 고유벡터를 사용한다. ei - 정규 고유벡터 기호

성질

• 고유치의 합은 행렬 A의 대각원소의 합니다. trace(A) = ∑ λi

• 고유벡터는 서로 독립이다. => 좌표를 독립(상호 독립, 직교) 공간에 표현한다. 
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