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Have the courage to follow your heart and intuition. 
They somehow already know what you truly want to be-
come. Everything else is secondary. 

–Steve Jobs



Data & Model

Data

열 column

목표 target 변수 Y

• 결과(output)로 나타나는, 예측을 하고픈, 관심 변수 : 반응변수, 목표변수

• 목표변수가 2개 이상인 Simultaneous Equation Model 은 본 교과서에서 다루지 않음 - 목표변수 
개수는 1개

예측 predictor 변수 X1, X2, …, Xp

• 목표변수를 설명하거나, 값의 변동을 예측하는, 원인이 되는 변수 : 요인, 예측변수, Feature 변수

• 예측변수의 개수 : p

행 , Xik, Xtk

개체 subject Yi - Xik

• 관심의 대상이며 표본 관측치를 얻은 개체(사람, 국가)

• 시점이 고정되어 있어 이를 횡단 cross-sectional 자료

시간 time Yt - Xtk

• 시계열 데이터, 시간의 순서를 갖는다.

개체와 시간의 혼용

• 데이터는 행렬의 형태로 저장되므로 횡단자료와 시계열 자료가 동시에 있는 경우는 열, 혹은 행 중 하
나를 시간에 할애해야 한다.

• 예를 들어 OECD 국가 실업율, 경제성장률, GDP 자료를 최근 10년간 수집하고자 한다면, 행=35개 
국가, 열=(실업율, 경제성장률, GDP), 그럼 연도는??? 열을 사용하면 되지만 일반적으로 행을 사용
하는 것이 자료 다루기에 편리하다.
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Model

회귀모형

예측변수 개수 p, 표본크기 n : yi = α + β1xi1 + β2xi2 + … + +βpxip + ei

• α : 회귀계수(regression coefficient) 절편(intercept), 모든 x 값이 0 일때 y의 값

• β1, β2, …, βp : 회귀계수, 각 예측변수 X의 기울기, 예측변수 X가 한 단위 증가할 때마다 목표변수 Y의 
증가량(편미분 계수) - 함수 형태 중 선형을 선호하는 이유 + 비선형 모형도 로그 변환을 통하여 선형 
모형이 가능함(Cobb-Douglas 생산함수 Qi = αKβ

i Lλ
i ei-ln(Qi) = ln(α) + βln(Ki) + λln(Li) + ln(ei))

• X′ s : 예측변수이며 결정변수 deterministic (즉 확률변수가 아님) 

• ei : 오차항(error term), 회귀모형에 설정된 X′ s 에 의해 설명되지 못하는 부분, 오차항이 없으면 통계
모형이 아니라 수학모형 (모형 내의 예측변수에 의해 종변속수 값을 정확하게 예측할 수 있음)

• 즉 목표변수 값의 패턴(변동)은 회귀모형이 설명하는 변동과 모형이 설명하지 못하는 변동(수학함수이
면 없음) 나누어 변동의 비를 이용하여 모형의 유의성을 검정한다.

행렬 y = Xb + e

(가정) ei ∼ N(0,σ2), e ∼ MN(0, σ2I )

• 모수인 회귀계수 α, β1, β2, … 는 미지이지만 하나의 상수 값 - 확률변수 아님

• 예측변수는 결정변수로 오차없이 측정할 수 있음 - 확률변수 아님

• 선형성 linearity : 목표변수와 예측변수 간 함수관계는 선형 : 

• 오차항 가정 , ei ∼ iidN(0,σ2) : 독립성, 정규성, 등분산성
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가정 필요이유

• 독립성(independent): 오차항은 서로 독립이다. 즉 각 오차는 서로 영향을 주지 않는다. 독립성 가정
은 시계열 데이터(시간적 순서를 갖는 데이터) 경우에만 체크한다.

• 정규성(normality): 오차항은 정규 분포를 따른다. 이 가정은 F-검정 방법을 사용하기 위하여 반드시 
필요하다. 오차항이 정규분포를 따르므로 목표변수도 정규분포를 따르고 목표변수의 평균은 Xb (선
형식)

• 등분산성(Homoscedasticity): 오차항
의 분산은 동일. 분산이 일정하다는 가
정의 주어진 예측변수 값에서 관측되는 
Y 의 값의 분산이 일정하다는 의미와 
같다. 분산이 다르면 설정된 회귀 모형
이 적절함에도 불구하고 관측치가 직선
에 모여 있지 않게 된다. 분산이 큰 예
측변수에서는 직선을 벗어나는 경향이 
있어 분산이 동일하지 않은 경우에는 
직선에서 벗어난 관측치가 직선의 경향
을 보이지 않은 이상 관측치인지 분산
의 크기가 달라 이런 현상이 타나났는
지 판단할 수 없다.

분산분석 모형

요인 A(기호 i-번째 처리 수준, ni i-수준 반복수), 요인 B(기호 j-번째 처리 수준, nj j-수준 반복수), 

교호작용 존재,  k 반복 : yijk = μ + Ai + Bj + (AB)ij + eijk

• μ : 총 평균, 목표변수의 평균으로 추정

• Ai : 요인 A i-수준의 평균  /  Bj : 요인 B j-수준의 평균 / ABij : 요인 A i-수준, 요인 B j-수준의 평균

• eijk : 총변동 중 요인(A, B, AB) 변동이 설명하지 못한 변동

(가정) eijk ∼ N(0,σ2)  : 독립성, 정규성, 등분산성
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선형모형 분석 목표

목표변수에 유의한 영향을 주는 예측변수선택

• 오컴의 면도날(Occam’s Razor) : 경제성의 원리(Principle of economy), 절약성의 원리(Principle 
of parsimony) - 모든 상황이 동일하다면 가장 간단한 방법이 최선이다. 즉, 회귀모형이 동일한 정보
를 준다면(설정 모형이 예측변수의 변동을 설명하는 비율) 적
은 예측변수 모형이 최선의 모형이다. 

• 그러나 목표변수의 변동을 설명하는데 유의하지 않은 예측변
수도 조금의 자신 비중(portion)은 있다. 데이터 수집의 비용
이 거의 없는 빅데이터 시대에서 예측모형에서는 유의한 예측
변수 선택의 필요성은 낮아진다. - 단지 목표변수에 유의한 영
향을 주는 예측변수를 찾는데 사용된다.

영향을 가장 많이 미치는 예측변수 선택

• 단위를 고려하여 표준화 회귀계수의 추정값으로 예측변수의 영향도 판단한다.

예측변수 값이 주어진 경우 목표변수 값 예측 yi = α̂ + ̂β1xi1 + ̂β2xi2 + … + + ̂βpxip

예제 데이터
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괄호 안 부호는 사망율에 미치는 영향(상관계수) 부호를 나타낸 
것임 (예) 1월기온(-)의 의미는 1월 기온이 낮아질수록 사망율은 
높아진다는 의미, 비백인비율(+) 의미는 비백인 비율 많은 도시
의 사망율은 높을 것이라는 사전 판단 내용 [연구내용임]

인구수 (+)

population.           인구수(+)



import pandas as pd
smsa=pd.read_csv('http://203.247.53.31/Stat_Notes/example_data/SMSA_USA.csv')
smsa[['city_nm','state_nm','tmp_nm']]=smsa['city_name'].str.split(',',expand=True)
smsa.loc[smsa.tmp_nm.isna()==False, 'state_nm']=smsa.tmp_nm
smsa.drop(columns=['city_name','tmp_nm'],inplace=True)
smsa.info()

#결측치가 있는 경우 이를 제외하고 분석하는 것이 적절하다.
smsa.isna().sum()
#만약 존재한다면
smsa.dropna(inplace=True) 

 n=59 도시, 열변수=18개 
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Practice Data [MLB 데이터]

[연구문제] 각 구단은 타자/투수 선수 연봉 책정을 어떻게 할 것인가?

타자, 투수 http://www.seanlahman.com/baseball-archive/statistics
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Scatter Plot

정의

2개의 측정형 변수 데이터를 2차원 공간에 표현하여 두 변수의 함수 관계를 예상함 

• X- 축 : 결정의 요인, 예측변수, 독립변수, 예측변수 

• Y-축 : Output, 목표변수, 목표변수

진단내용

• 두 변수 간의 함수 관계를 본다.

• 이상치와 영향치를 시각적으로 진단한다. 통계량을 
이용한 진단은 최총모형 도출 후 회귀진단에서 실시
한다.

이상치 outlier 

•  선형 함수 관계에서 적합 직선을 많이 벗어난 관측값 - 실제 오차의 분산 기준 2* σ를  벗어남

• 예측변수 값은 관측 값의 범위 내에 있음

(진단) 오차의 추정치인 Studentized 잔차가 ± 2  벗어남 - 상세한 내용은 잔차 진단 참고

(해결) 삭제 - 물론 잔차분석 후에 실기

영향치 influential

• 예측변수 값이 극단 값(다른 관측치와 떨어져 있고 두 변수의 함수 관계에 영향을 주는 관측값

• 순수 영향치 : 함수 회귀 추정 식 상에 있어 함수 관계(기울기 변동)에는 영향을 주지 않으나 결정계수  
높여 예측변수의 설명 능력을 과다하게 높은 것으로 판단하게 하는 결과 왜곡

• 이상치&영향치 : 결정계수 왜곡, 함수관계 왜곡

(진단) 잔차분석 - Hat 통계량 활용
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데이터 X의 범위



(해결) 영향치 주변의 관측값을 추가 수집 후 분석, 영향치 값이 실제 발생 가능하지 않은 경우 제외

변수 분포

선형모형의 변수들은 좌우 대칭(정규분포, 특히 목표변수의 경우 오차의 정규성 가정으로 정규분포를 가
져야 함)의 분포를 갖는 경우 선형 모형의 적합성과 결과 활용도가 높아짐

예전에는 각 예측변수의 분포를 산점도와 개별적으로 분석하였지만 소프트웨어의 발달로 산점도에 분포
를 함께 나타낼 수 있음

코드 : 산점도 행렬

import seaborn as sns
import matplotlib.pyplot as plt
sns.pairplot(smsa,kind='reg',diag_kind='kde')
plt.show()

시각적 판단 

종속변수와 직선함수 관계

• 목표변수(사망률지수)와 상관관계(직선) 높은(유의한 변수) 예측변수 사전 진단 - 산점도 행렬에서 추
정 회귀식에 관측치들이 가까이 분포되어 있다면 직선 관계가 높음 - 초록색 원, 강수량(+), 교육기간
(-), 비백인비율(+), 가구원수(+), 가구소득(-), SO2Pot(+)

• 상관관계 높은 예측변수 : 다중공선성 문제 발생 가능성 높음 - 비백인비율은 대부분의 예측변수와 상
관관계 높음(노랑색 원)

정규분포를 따르지 않는 데이터

• 우로 치우침 : 1월 기온 우로 치우침, 교육수준, 비백인비율, 가구소득, 환경요인 변수들

• 좌로치우침 : 7월 기온, 가구원 수

• 작은 봉우리가 생기는 것은 관련 변수를 집단으로 구별하는 범주형 변수가 존재한다는 것임 - 가구소
득의 경우 우측에서 작은 봉우리가 생김, 가구원수는 좌측에 작은 봉우리 졵 - 현재는 이를 판별해 볼 
변수는 지역 예측변수 밖에 없음
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봉우리 개수(작은 봉우리라도) 2개 이상인 경우

import seaborn as sns
import matplotlib.pyplot as plt
smsa0=smsa[['mortality_index','person_houshold','household_income','southern']]
sns.pairplot(smsa0, hue='southern'); plt.show()

사망률 지수, 가구원 수 : 남부지역이 높음

가구소득은 지역별 차이를 보이지 않음
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Pre-Process

체크

목표변수는 정량적 quantitative 변수이어야 한다.

이진형, 순서형이면 로지스틱 회귀분석, 로그선형(예측변수는 모두 범주형) : 일반화 선형모형

예측변수의 종류

• 예측변수들 모두 정량적 변수 - 회귀분석 모형

• 예측변수들 모두 정성적 qualitative 변수 - 분산분석 모형

• 예측변수들이 혼합형 - (회귀분석 측면) 지시변수가 있는 회귀모형 (분산분석 측면) 공분산분석

순서형 변수

리커트 척도, 소득수준 (상, 중상, 중하, 하), 알파
벳 학점 등 순서형 척도인 경우 숫자형 변수처럼 
사용가능하다. 그러나 (5점) 리커트 척도는 등간 
척도이므로 숫자화 하는데는 문제가 없으나 소득
수준(상=4, 3, 2, 1=하???), 알파벳 학점 등을 숫
자화 하는 규칙은 다소 자의적이다. 그러므로 이
런 경우 아래에서 논의할 범주형 변수의 변환 규
칙을 적용하면 된다.

등간척도의 경우 그 값을 그대로 회귀모형에 사용
하는 것은 문제가 없으나 동일 척도 값에서 여러
번 Y가 관측되므로 회귀식의 적합하지 않아 발생하는  
변동과 반복 관측하여 발생하는 변동이 혼합되어 실제 회귀식이 적합한지의 여부가 왜곡된다. 이에 대한 
분석을 작합성 결여 분석이라 한다.
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Lack of Fits 적합성 검정

회귀모형 : 총변동=회귀변동+오차변동으로 나
뉜다.  
오차변동을 순수변동+적합결여변동으로 나눈 
후 순수변동으로 회귀계수의 유의성을 검정한다. 

∑ (yi − ̂yi)2 = ∑
i

∑
j

(yij − ȳi)2 + LOF

회귀오차변동 14742=분산분석오차변동(순수변동) 1148 + 적합결여변동 13954로 분리된다. 자유도 
동일하게 분리된다.

회귀모형 유의성 검정

귀무가설 : y = a + bx는 적합하지 않다. b = 0

대립가설 : y = a + bx 적합하다. b ≠ 0

검정통계량 : MSR
MSRE

= 5141/1638 = 3.14 대신 MSLF
MSPE

= 3398/230 = 14.8을 사용한다.

그러므로 일반 회귀분석 결과는 예측변수 X는 목표변수 Y를 유의적으로 설명하지 못한다고 하지만 적합
성 결여 검정을 하면 유의한 (직선) 관계가 있다고 한다.

E(MSPE ) = ̂σ2, 
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범주형 변수 클래스

선형모형는 수학함수이므로 X는 숫자형(정량적)변수이어야 Y를 숫자로 출력할 수 있다. 예를 들어 
y = 3.2 + 0.2x 일차 함수에서 Y가 학점이고 X가 성별이라고 하자. X가 남자인 경우 어떤 값을 넣어야 하
나? 3.2 + 0.2 * Male = ?

이처럼 예측변수가 숫자가 아닌 범주인 경우 범주 그대로를 모형에 넣는 것은 의미가 없다 그러므로 범주
를 숫자로 변환하여 넣어야 한다. 어떻게 변환할 것인가? 남자=1, 여자=2, 그러면 남자인 경우 Y=3.4 여
자는 3.6이다. 그럼 남자=0, 여자=1을 사용하면? 추정식은 y = 3.4 + 0.2x가 될 것이다.

이처럼 범주형 변수는 숫자형으로 변환 하여 사용해야 하며 변환 규칙은 일대일 규칙이면 충분하고 어떤 
값으로 변환할지는 분석자의 결정이다. 가장 널리 사용하는 것은 사용이 편리한 (0,1) 규칙이다. 이를 더
미 변수라고 한다. 

성별은 (0,1)로 하면 되지만 소득수준 4개 범주(상, 중상, 중하, 하)에 대한 변환규칙? 범주의 수준 개수보
다 1개 적은 더미 변수가 필요하다. 성별의 경우 (남, 여) 2개이므로 1개 더미변수로 구별이 가능하였다. 
4개 수준을 가진 소득수준 범주는 3개의 더미가 필요하다. 더미1=1, 더미2=0, 더미3=0 (상), 더미1=0, 
더미2=1, 더미3=0 (중상), 더미1=0, 더미2=0, 더미3=1 (중하), 더미1=0, 더미2=0, 더미3=0 (하)로 구
별하면 된다. 

교사연봉(salary) 영향을 미치는 예측변수로 측
정형인 경력( X1 )과 범주형인 대학원 졸업여부
( X2 = 1(yes) ,0(no) )를 설정하였다.

S = b0 + b1X1 + b2X2 + b3(X2X3) + e

회귀계수 b2는 대학원 졸업여부( X1 )에 따라 
절편의 증감, b3는 대학원 졸업여부( X1 )에 따
라 기울기의 변동이 발생한다.

즉 X1 = 0(대학원 미졸업자인 경우) 

S = b0 + b2X1

즉 X1 = 1(대학원 졸업자인 경우) 

S = (b0 + b2) + (b1 + b3)X1가 된다.

대학원 졸업여부에 의한 경력의 증가가 연봉에 미치는 기울기 차이는 b3의 유의성에 의해 검정된다.
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변수 정규성 검정

치우침 skewness

오른쪽 꼬리가 길거나 왼쪽 꼬리가 
길게 되면 데이터의 실증적 규칙이 
성립하지 않음

• 실증적 규칙 : 평균 ±2(표준편차) 
구간에 데이터의 95%가 내재되
어 있음 

• 그러나 치우친 경우에는 Cheychev 부등식에 의해 평균 ±2(표준편차) 구간에는 적어도 75% 포함되
어 있음 - 즉 데이터의 분산이 커지게 된다.

통계 추론은 데이터의 정규성을 가정하는 경우가 대부분이다.

통계량 활용 - 치우침 판단

• 수리 왜도 skewness :  E(X − μ)3

σ2

• EDA 왜도 : 
(Q3 + Q1 − 2Median)

(Q3 − Q1)

• Pearson Median 왜도 : PS =
(Mean − Mode)

σ
(제1 공식), PS =

3(Mean − Median)
σ

(제2 공식)

• 정규분포=0, 우로 치우침 +, 좌로 치우침 : 이는 통계량의 분포를 모르므로 정규분포 가설을 검정할 
수 없어 시각적 판단 수준임

치우침 검정 = 정규성 검정

데이터의 분포가 이론적 정규분포를 따르는지 검정하는 적합성 검정임

• 귀무가설 : 데이터 모집단 분포는 정규분포이다

• 대립가설 : 정규분포를 따르지는 않는다 <=> 그러나 어떤 분포인지는 모른다.
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(1) Shapiro Wilk W-통계량

(2) Kolmogorov D-통계량

• D = max
x

Fn(x) − Φ(x)

• Φ(x) 누적정규분포, Fn(x) 데이터누적분포함수 

(3) Anderson-Darling AD 통계량

• A2 = n∫ (Fn(x) − Φ(x))2 Φ(x)Φ(1 − x)
−1

dΦ(x)

어떤 방법이 적절한가? 분석자의 결정이나 Shapiro-Wilks 방법이 가장 범용적이다.

치우침 문제 해결 = 정규변환이 필요한 이유

변수가 하나인 경우

통계학의 모수적 검정방법(통계량의 샘플링분포)에는 데이터(변수) 모집단 분포는 정규분포(좌우 대칭인 
분포)를 가정한다.

물론 평균, 비율에 관한 검정(차이 포함)은 대표본 이론(중심극한정리)에 의해 데이터 모집단 분포에 관계
없이 표본평균과 표본비율의 샘플링 분포는 정규분포에 근사하므로 데이터 변환의 필요 없음

그러나 분산에 대한 추론에서는 표본분산의 샘플링분포는 카이제곱분포를 이용한다. 그러려면 모집단 분
포는 정규분포를 따라야 한다

• 모집단 분포 population dist.: 데이터가 추출된 모집단의 분포 x ∼ f (x), 일반적으로 알 수 없으며 필
요한 경우 분포 가정을 함,모집단 분포에 대한 관심보다는 모집단 분포의 특성 값 (모수, parame-
ter)을 추론(가설검정, 추정) 하게 됨
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• 표본 분포 sample dist. : 확률표본 데이터 분포 f (x), 모집단의 분포와 동일함 - 히스토그램을 그려 
분포함수의 형태를 볼 수 있음, 이론적 분포(가정한 분포)와 같은지 검정은 분포 적합성(goodness 
od fits) 검정 실시 

• 샘플링 분포 : 표본 데이터로부터 계산된 통계량의 분포를 의미한다. 통계량이 추정에 사용되면 추정
량, 가설 검정에 사용되면 검정통계량이라 한다. (예) 표본평균은 모평균의 추정량이며, 표본평균의 함
수인 (x̄ − μ0)/(s/ n) 은 모평균 가설검정 통계량임. 통계량의 분포를 샘플링분포라고 하고 모집단의 
분포와 관계없이  표본평균의 샘플링분포는 (중심극한정리에 의해)정규분포에 근사한다. 

• 표본이 대표본이 아닌 경우(모집단 분포의 치우침의 크기에 좌우하나 표본크기 20~30이면 대표본) 
표본평균의 샘플링 분포는 모집단이 정규분포(적어도 좌우 대칭)이어야 표본평균이  정규분포를 따르
고 t-검정방법을 사용한다.

• 소표본이고 모집단이 정규분포를 따른다는 가정이 없다면 모수적 검정방법(통계량 샘플링분포(t-
분포)를 이용한 추론)을 사용할 수 없고 비모수적방법(non-parametric, dist. free 분포자유)을 사용
해야 한다.

모수적 방법을 사용하려면 모집단의 분포가 정규분포를 따라야 하므로 (1) 모집단의 분포가 정규분포를 
따르는지 검정? <=> 표본 데이터의 정규성 검정 (2) 정규성 검정을 만족하지 않으면 변수변환(변수 분포
의 정규분포 검정)

선형모형

• y = f (x) + e 통계모형에서 오차항의 분포는 정규분포를 가정한다.

• 오차항의 분포가 정규분포를 따라야 모형의 모수에 대한 모수적 방법(통계량의 샘플링 분포, 회귀계수
에 대한 t-검정, 분산분석 F-검정) 가능하다

• 통계모형에서는 목표변수 y만 확률변수이고 예측변수(input)는 결정변수(확률분포함수를 가지지 않
음)이므로 오차항이 정규분포이면 목표변수도 정규분포에 근사해야 한다

그러나 통계 선형모형에서 모든 변수(X, Y)는 정규분포에 근사해야 모형의 적합성이 높아짐 - 그리하여 
치우침이 있는 데이터의 경우 미리 변환하여 모형에 삽입하게 된다. (예) 소득, 가격, 수능점수

수리통계 

• 확률변수 X의 확률밀도함수가  f (x)를 따른다. 그렇다면 X의 함수 g(X )가 갖는 확률밀도함수는?

• U~U(0, 1) 균일분포이면, − 1
λ

ln(1 − U )~exp(λ) 지수분포를 따른다.
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• 만약 Z~SN(0, 1)표준정규분포, Z2~χ2(1) 카이제곱 분포를 따른다

간단한 정규변환 normal transformation 방식

• 우로 치우침 : x → x1/3 → ln(x)-> log(x)

• 좌로 치우침 : x2 → x3

Tukey Ladder of Power x′ = xλ

• 좌로 치우침 : λ = 2(x2) < 3(x3)

• 우로 치우침 : λ = 1/2( n),1/3(x1/3),0(ln(x)) − > − 1/2(−1/ x), − 1(−1/x), − 2(−1/x2)

단일변수 정규변환 

• λ 값을 변환하면서 데이터의 정규성 검정을 실시하여 최적의 λ 값을 찾음

ANOVA (선형모형) 

• 잔차의 정규성 검정 -> 최적의 λ 값을 찾고 목표변수를 변환하여 다시 분석함 

선형모형

• 목표변수만의 변환은 예측변수와의 함수관계 왜곡이 되므로 분석 전에 모든 예측변수 포함 모든 변수를 개
별적 정규변환이 필요함 

Box-Cox tranformation x′ =
(xλ − 1)

λ
, x > 0 | x′ = ln(x), x = 0

• Tukey 변환가 동일하지만 최적의 λ 값은 MLE 
방법에 의해 찾음

• 단일변수 정규성 변환에서는 Tukey 방법이 
ANOVA에서는 Box-Cox 방법이 적절함

34



파이썬 프로그램[정규성 검정]

• 귀무가설 : 데이터는 정규분포를 따른다.

• 대립가설 : 데이터는 정규분포를 따르지 않는다.

from scipy.stats import shapiro
shapiro(smsa.jan_temp)

출력결과는 검정통계량과 유의확률이다. (0.9217209815979004, 0.0010030175326392055)

유의확률이 0.05보다 작으므로 귀무가설은 기각되어 1월 기온은 정규분포를 따르지 않는다.

SMSA 정규성 검정

from scipy.stats import shapiro
for k in range(0,15):
  if shapiro(smsa.iloc[:,k])[1]<0.05:
    print(k,'번째',smsa.columns[k],'Not Normal')

SMSA 측정형 데이터 15개의 정규성 검정 결과 정규분포
를 따르지 않는 변수 리스트이다. 

정규변환 Normal Transformation

from scipy import stats
xt, lmbda = stats.boxcox(smsa.jan_temp)

정규분포를 따르지 않는 데이터는 정규변환을 하
는 것이 적절하다. 

Box-cox 정규변환 결과 변환된 데이터와 람다 
값을 출력한다.
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한번에 모든 비정규 데이터 정규변환 및 저장

from scipy import stats
from scipy.stats import shapiro
for k in range(0,15):
  if shapiro(smsa[smsa.columns[k]])[1]<0.05:
  smsa[smsa.columns[k]]=stats.boxcox(smsa[smsa.columns[k]])[0]

필드에서 정규변환 방법

우로 치우침만 제곱근 혹은 로그 변환으로 정규화 하자. 

로그변환, 제곱근 변환 중 유의확률이 높은 변환(정규분포에 적절함)하고 변환하여 원 데이터에 _log, 
_sqrt로 저장하였음, 유의확률이 0.05넘지 않으면 

import numpy as np
def rskewed(k):
  if (shapiro(np.sqrt(smsa.iloc[:,k]))[1]<0.05) & (shapiro(np.log(smsa.iloc[:,k]))[1]<0.05):
        print('No Appropriate Normal Transformation (right skewed)')
  else:
    if(shapiro(np.sqrt(smsa.iloc[:,k]))[1]<shapiro(np.log(smsa.iloc[:,k]))[1]):
      print(k,':',smsa.columns[k], '로그변환 : 유의확률',shapiro(np.log(smsa.iloc[:,k]))[1])
      smsa[smsa.columns[k]+str('_log')]=np.log(smsa.iloc[:,k])
    else:
      print(k,':',smsa.columns[k], '제곱근변환 : 유의확률',shapiro(np.sqrt(smsa.iloc[:,k]))[1])
      smsa[smsa.columns[k]+str('_sqrt')]=np.sqrt(smsa.iloc[:,k])

좌로 치우침은 해결 제곱이 가장 적절한데 심하지 않는 경우에는 하지 않아도 된다.

봉우리가 있는 경우 정규변환이 해결되지 않는다.
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우로 치우침 문제 해결

for k in [0,6,7,9,11,12,13,14]:
  rskewed(k)

향후 선형(예측모형) 분석은 전처리 완료된 데이터 smsa_clean 활용합니다.

smsa_clean=smsa.drop(['pop_density','non_white_ratio','population','NOxPot'],axis=1)
smsa_clean.set_index(['state_nm','city_nm'],inplace=True)
smsa_clean.columns
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정규변환 후 최종 선형분석 데이터(usa_smsa) 산점도 행렬
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함수의 선형성 검토

개념

• 목표변수와 예측변수가 선형이 아닌 경우 - 선형회귀모형이므로 문제 해결 필요

진단도구

• 산점도 행렬 : 목표변수와 예측변수 간 개별 산점도 - 직선관계 발견

해결책 : 선형 변환 Linear Transformation

모형    식   Y변환   X변환

Power	 	 	 y = axb	 	 	 ln(y)		 	 	 ln(x)	

Exponetial	 	 y = aebx	 	 	 ln(y)		 	 	 x	

logarithmic	 	 y = ln(axb)	 	 y	 	 	 	 ln(x)	

reciprical	 	 	 y =
1

a + bx
	 	 1

y
	 	 	 	 x	

Square Root	 	 y = a + b x	 	 y	 	 	 	 x	

Square	 	 	 y = a + bx2	 	 y	 	 	 	 x2	

한계

단순회귀모형에서는 목표변수의 선형변환이 가능하나, 다중회귀모형에서는 불가능하다. 왜냐하면 한 예
측변수와의 선형성을 수정하면 다른 예측변수와의 선형성 관계가 왜곡될 수 있기 때문이다. 

다중모형에서는 선형성 변환은 예측변수에 국한되며,  게다가 빅데이터, 예측변수가 많은 경우 선형성 진
단은 필요하지 않다.
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Correlation Aanlysis

개념

두 양적(순서형 포함) 변수( X, Y )간의 직선 관계 정도를 계수로 측정함

직선관계가 유의하다는(한 변수가 증가하면 다른 변수도 직선적으로 증가하거나 감소함) 것은 두 변수가 
유사하다는 의미 - 변수의 유사성 척도

상관계수

Karl Peason 공식

• ρ =
COV(X, Y )
V(X ) V(Y )

 : 모집단 

•

• 분모는 확률변수의 표준편차이므로 상관계수의 부호를 
결정하는 분자항이다. (xi − x )(yi − y)의 부호는 아래 
그림(수평선은 Y의 평균, 수직선은 X의 평균, 오른쪽의 
관측치 5개를 제외한 경우)에서 시각적으로 확인할 수 
있음. 

Spearman  순위 상관계수

• (방법 1) rs = Corr(RXi
, RYi

) where RXi
는 Xi의 순위이며, RYi

는 Yi의 순위이다.

• (방법 2) rs = 1 −
6∑ d2

i

n(n2 − 1)
,  di = RXi

− RYi
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• 대부분의 데이터 범위 밖에 있는 관측치(타원형 내 관측치)는 상관계수 값을 높이는 역할을 한다. 그러
므로 상관계수를 계산하기 전에 반드시 산점도를 그려 데이터의 범위를 많이 벗어난 관측치가 있는지 
확인하여 상관분석의 활용도를 높일 필요가 있음.

Kendall τ 상관계수

• τ =
#of_concordant_ pairs − #of_disconcordant_ pairs

n(n − 1)/2

• concordant = 만약 (xi > xj), (yi > yj)이거나 (xi < xj)이면, (yi < yj)이면 두 관측치는 concordant 
쌍이라 함

• τ 값이 클수록 데이터 순위의 일치도는 높아지므로 상관관계가 높아진다.

상관계수 유의성 검정

가설

• 귀무가설 : 두 변수의 직선 상관관계는 유의하지 않다. <=> 서로 독립이다. ρ = 0

• 대립가설 : 두 변수의 직선 상관관계는 유의하다. ρ ≠ 0

데이터 검증

• 데이터는 이변량 정규분포에 근사해야 한다. 단 n>20 인 대표본에서는 문제 없음

•  산점도를 그려 데이터 범위(X-) 밖의 관측치 존재 여부를 체크한다. - 존재한다면 제외하거나 활용 시 
주의해야 한다.

검정통계량

• TS =
r

(1 − r2)(n − 2)
~t(n − 2), n=표본크기, r=상관계수
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(만약) 귀무가설이 ρ = ρ0 ≠ 0 (임의의 집단 상관계수와 동일한지 검정한다면)이라고 하면

• (예) 미국 대학생 성적과 공부시간의 상관계수는 0.7( ρ0 = 0.7 )이다. 한국 대학생?

• 검정 통계량 : TS =
1
2

ln(
1 + r
1 − r

)~Normal(
1
2

ln(
1 + ρ
1 − ρ

),
1

n − 3
)

결론

• 유의확률 P(t(n − 2) > TS )이 유의수준보다 작다면 귀무가설을 기각하여 상관관계의 유의하다고 
결론내리고 표본상관계수의 부호를 이용하여 해석

• 귀무가설이 기각, 표본상관계수 부호 + => 두 변수는 양의 상관관계가 있고 한 변수의 값이 증가(감
소)하면 다른 변수의 값도 증가(감소)한다.

• 귀무가설이 기각, 표본상관계수 부호 - => 두 변수는 음의 상관관계가 있고 한 변수의 값이 증가(감
소)하면 다른 변수의 값도 감소(증가)한다.

상관계수 해석

*) 출처 : 위키피디아

•  –1과 1사이의 값이다.
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•  1에 가까우면 양의 선형 상관 관계가 존재한다. 한 변수의 값이 증가(감소)하면 다른 변수 값도 증가
(감소)한다.

•  –1에 가까우면 음의 선형 상관 관계가 존재한다. 한 변수의 값이 증가(감소)하면 다른 변수 값은 감소
(증가)한다.

• 두 변수의 상관 관계가 높다는 것은 두 변수가 동일한(comparable) 개념을 측정한다는 의미도 담고 
있다(두 변수가 유사함). 그러므로 변수를 축약하거나 개체를 분류하는데 사용되는 다변량 분석에서는 
공분산, 혹은 상관계수 개념 사용

단순 회귀분석과 관계 : Y = a + bX + e, 

•  독립변수 X가 Y에 선형적 영향을 미치는지 검정 <=> 기울기 b=0(영향을 미치는 않음) 유의성 검정 
<=> 상관계수의 유의성 검정과 동일 

•  회귀계수 b의 부호와 상관계수 r의 부호는 동일하고 b̂ =
SXY

SXX
r ( SXX = ∑ (xi − x )2, 

SXY = ∑ (xi − x )(yi − y) )

•  모형의 적합성을 나타내는 결정계수는 상관계수의 제곱과 같다. R2 =
SSR
SST

= r2

•  상관 계수가 0에 가깝다는 것은 선형 상관 관계가 없다는 것이지 함수 관계가 없다는 것은 아니다. 두 
변수는 이차식에 의한 ( Yi = 100 + X2

i − 0.4Xi ) 생성된 데이터이나 상관계수는 0에 가깝다.
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파이썬 상관계수

분석 데이터 정규변환 완료 데이터 : smsa_clean (페이지 37)

상관계수 계산

smsa_cor=smsa_clean.corr()
smsa_cor.head(3)

목표변수와 상관계수 높은 예측변수 출력 및 subset 만들기

목표변수와 상관계수가 0.4 이상인 예측변수 선택하였음 : 1개 예측변수는 정규변환한 결과임.

cor_target=abs(smsa_cor['mortality_index'])  #Selecting highly correlated features
cor_target[cor_target>0.4].index.values.tolist()

usa_smsa_sub=usa_smsa[cor_target[cor_target>0.4].index.values.tolist()]
usa_smsa_sub.columns
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상관계수 산점도 행렬 그리기

import seaborn as sn
import matplotlib.pyplot as plt
plt.rcParams["figure.figsize"] = (14,8)
sn.heatmap(smsa_cor,annot=True,fmt=".2f",cmap="YlGnBu")
plt.show()
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Estimation

Ordinay Least Squares 최소자승추정법

개념

Karl Pearson이 Galton의 자녀, 부모키 관
계식 유도를 위하여 어버지, 성인아들 관계
식 도출

방법

min
α, β1, β2, …∑ (ei)2 = ∑ (yi − ̂yi)2

점들을 대표하는 (가장 적합하다고 판단되
는) 추정식을 어떻게 구할 것인가?

수평, 수직 편차 중 왜 수직 편차인가?

• 수평편차는 예측변수의 변동에 대한 척도이고 수직편차는 목표변수의 변동을 척도이다.

• 선형모형은 목표변수의 변동(값)을 예측하는 것이 목표이므로  수직 편차를 최소화 하는 것이 점들을 
대표하는 회귀식(적합식)이다.

왜 제곱인가?

• 수평 편차 (yi − ̂yi)의 합은 0이다. 그럼 왜 절대값을 사용하지 않나?

• 절대값은 수학적으로 다루기 쉽지 않으므로 1)회귀선에서 많이 벗어날수록 높은 페널티를 주고 2)수
학적으로 다루기 쉬운 제곱을 사용한다.
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점추정

행렬모형 : y = Xb + e, (가정) e ∼ N(0, σ2In)

	 y =

y1
y2…
yn n×1

, e =

e1
e2…
en n×1

, β =

α
β1…
βp

(p+1)×1

,X =

1 x11 x12 … x1p

1 x21 x22 … x2p
…
1 xn1 xn2 … xnp

n×p

	 오차항의 가정 e ∼ N(0, σ2In)이므로 y ∼ N(Xb, σ2In)

min
α, β1, β2, …∑ (ei)2 ⇥ 

min
β e′ e =

min
β (y − Xb)′ (y − Xb)

Q = (y − Xb)′ (y − Xb) = (y′ − b′ X′ )(y − Xb) = y′ y − y′ Xb − b′ X′ y + b′ X′ Xb

Q를 최소화 하는 회귀계수(모수) b를 찾는 것은 미분 값이 0인 해를 찾는 것과 동일하다.
∂Q
∂b

= − X′ y − X′ y + 2X′ Xb̂ = 0 => X′ Xb̂ = X′ y => b̂ = (X′ X )−1(X′ y)

점추정 평균과 (추정)분산

• 불편추정량 : E( b̂) = E((X′ X )−1X′ y) = (X′ X )−1X′ E(y) = (X′ X )−1X′ Xb = b

• 추정분산 : V( b̂) = V((X′ X )−1X′ y) = (X′ X )−1X′ )σ2I((X′ X )−1X′ )′ = σ2(X′ X )−1

Gauss Marcov Theorem

OLS 추정치 b̂ = (X′ X )−1(X′ y)는 BLUE(Best Linear Unbiased Estimator)이다. [증명은 본 강의노트

에 생략]
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MLE 추정

y ∼ N(Xb, σ2In)이므로 우도함수는 L(y; X, b, σ2) ∝ e− 1
2σ2 (y−Xb)′ (y−Xb)이므로 

로그 우도함수를 최대화 하는 모수 b 추정치는 
min

β (y − Xb)′ (y − Xb)을 최소화 하는 OLS 추정치와 동일

하다. 그리고 MLE는 MVUE이므로 가장 좋은 추정치이다. 

즉 OLS = MLE이다.

적합치와 잔차

적합치 fitted value ̂yi

회귀모형에 OLS 추정치를 대체한 모형식 :  ŷ = Xb̂ = X(X′ X )−1X′ y = Hy

• 행렬 H = X(X′ X )−1X′   를 hat 행렬이라 정의한다.

• H 행렬은 대칭행렬이며 멱등행렬이다. => 행렬 (I − H )도 대칭행렬이며 멱등행렬이다.

정의 : 만약 AA = A가 성립하는 행렬 A를 멱등행렬(idempodent)이라 한다. 만약 A가 멱등행렬이면, 
An = A(n은 2보다 큰 정수)가 성립한다.

잔차 residual 적합치와 관측치의 차이 ri = yi − ̂yi

r = y − ŷ = y − Hy = (I − H )y

• 잔차는 오차의 추정치이다. ê = r

• 잔차의 평균은 0이다. 분산은 V(r) = V((I − H )y) = σ2(I − H )
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OLS 추정치 성질

GAUSS-MARKOV Theorem  : 회귀계수에 대한 OLS 추정치는 BLUE(Best Linear Unbiased Esti-
mator)이다. 즉 모든 선형, 불편 추정량 중 최소 분산(minimum variance)를 갖는다. 분포함수가 지수족
이므로 MLE는 CSS이고 불편추정량이므로 Rao-Blackwell 정리에 의해 MVUE이다. 

[증명] 행렬로 증명하는 것이 간편하고 다중회귀모형도 동일하게 적용할 수 있어 행렬로 증명함.

행렬 모형 : y
(n×1)

= X(n×(p+1)) b((p+1)×1) + e(n×1), e ∼ N(0, σ2I )

설명변수 개수 p, 데이터 크기 n 인 모형

OLS : minb ( e′ e) => b̂ = (X′ X )−1(X′ y) : b̂ = K(p+1)×n y : OLS 추정치는 y 선형함수 

또다른 선형 추정치를  b̂*
= (K + C )y 라 하자. [궁극적으로 C은 0 행렬임을 보이면 된다]

불편성 : E( b̂) = E(K + C )y) = E(Ky) + E(Cy) = b + CXb 그러므로 CX = 0이어야 b*가 불편성을 만
족한다. 아직 C=0행렬을 보인 것은 아니다. 단지 CX = 0임을 보였을 뿐이다.

최소분산성 : 

V( b*) = V [(K + C )y] = (K + C )V(y)(K + C )′ = σ2(K + C )(K + C )′ 

정리하면 V( b*) = σ2(KK′ + CC′ ) = V(b̂) + σ2CC′ 

CC′ 는 양반정치행렬(positive semi-definite matrix)이므로 음이 될 수 없으므로 OLS 추정치 b̂의 추정 
분산이 불편, 선형 추정치 중 최소 분산이다. (QED)
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Inference

분산분석적 접근

개념

목표변수의 분산(변동)을 모형설명변동과 설명하지 못하는 변동으로 나누어 non-설명변동 대비 설명변
동이 충분히 크면 모형이 유의하다고 판단한다.

변동은 데이터 값의 변화에 대한 측정이므로 데이터
의 정보와 동일함

정규분포를 따르는 확률변수(목표변수 yi 가 이에 해
당)의 변동(분산 계산과 동일)은 카이제곱 분포를 따르
고 변동의 비 (카이제곱분포의 비)는 F-분포를 따르므
로 이를 이용하여 모형의 유의성을 검증

변동분할 variation decomposition

총변동 Total Sum of Square SST = ∑ (yi − ȳ)2 = ∑ y2
i − (∑ yi)2 /n = y′ y − (1/n)y′ Jny 

• 목표변수의 값들의 변동에 대한 척도로 예측변수들이 목표변수를 잘 설명한다는 것은 변화를 예측하
는 것임 = 목표변수의 분산과 동일 개념

• Quardratic form(이차형식) :  SST = y′ (I − (1/n)J )y

오차변동 Error SS SSE = ∑ (yi − ̂y)2 = (y − Hy)′ (y − Hy) = y′ (I − H )y

• 총변동 중 회귀모형에 의해 설명되지 못하는 부분 

모형변동 Regression (Model) SS SSE = ∑ ( ̂yi − ȳ)2 = y′ (H − (1/n)J )y

• 목표변수 변동 중 설정된 예측변수들에 의해 설명되어지는 변동 

• 총변동에 가까울수록 회귀모형 설정이 적절함을 의미함
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Quardratic Form : 벡터 y에 대하여  Q = y′ Ay를 이차형식이라 한다.

[이차형식 분포 정리] 만약 y ∼ MN(, )(정규분포를 따른다면), 이차형식은 Q = y′ Ay는 자유도가 
rank(A)인 카이제곱분포를 따른다. 

 만약 y ∼ MN(μ, σ2I )이면, 평균 E(Q) = y′ μy, 공분산 COV(Q) = Aσ2A′ 

변동의 분포

오차변동 분포 : SSE ∼ χ2(n − p − 1)

• SSE = y′ (I − H )y 는 목표변수 y의 선형함수이다. 

• 오차항의 정규성 가정에 의하여 y ∼ MN(Xb, σ2I ) 정규분포를 따르므로 SSE도 정규분포를 따른다.

• 행렬 (I-H)의 계수(rank)가 (n-p-1)이다.

총변동 분포 : SST ∼ χ2(n − 1)

• SST = y′ (I − (1/n)J )y 이차형식이고 (I − (1/n)J ) 자유도가 (n-1)이다.

 

자유도 분할: Cochran 정리

• 총변동의 자유도(관측치 중 자유로운 개수, 관측치 하나 하나는 독립적이고 정보를 갖고 있다)는 평균
이 추정되었으므로 (n-1)이다. 

• SSE의 자유도는 (n-1-p)이다. 왜냐하면 p개의 모수가 추정되었기 때문이다. 

• 그러므로 SSR의 자유도는 SST 자유도로부터 SSE 자유도를 뺀 값으로 p이다.

총변동 분포 : SSR ∼ χ2(p)

오차항 분산( σ2 ) 추정

 ̂σ2 = SSE /(n − p − 1) = MSE
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분산분석표

F - 검정

• 귀무가설 : 설정한 회귀모형은 유의하지 않다. <=> 회귀계수 벡터 b 모든 계수는 0이다.

• 대립가설 : 설정한 회귀모형은 유의하다. <=> 회귀계수 벡터 b 중 유의한 회귀계수가 적어도 하나가 
있다.

• 그러므로 F-검정 결과 귀무가설이 기각되면 유의한 설명 변수가 하나 이상 있다는 것이므로 각 설명 
변수에 대한 유의성을 t-검정을 이용하여 알아 보면 된다.

결정계수 : R2 =
SSR
SST

= 1 −
SSE
SST

수정된 결정계수 : R2
adj = 1 −

SSE /(n − p − 1)
SST/(n − 1)
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파이썬 코드 (statsmodel 모듈 이용)

기초통계량 

smsa_clean.describe()    smsa_clean.groupby('southern').describe()

   

import statsmodels.api as sm
y=smsa_clean['mortality_index']
X=sm.add_constant(smsa_clean.drop(columns=['mortality_index','southern'])) #add intercept
fit=sm.OLS(y, X).fit()
print(fit.summary())

sm.OLS() 실행하여 얻은 결과는 모
두 fit에 저장되어 있으며 어떤 통계량

(결과)들이 저장되어 있는지는 fit.을 
입력하면 자동 팝업된다.
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결정계수 78.1%로 설정된 모형이 사망률 지수(목표변수)를 충분히 설명하고 있음

	

설정된 모형이 사망률 지수를 충분히 설명한다는 것이 18개 예측변수 모두 유의한 설명을 하고 있다는 것
과 동일한 것은 아니다. 각 예측변수의 유의성은 t-분포 검정통계량에 의해 검정되며 유의확률에 의해 판
단된다. 1월 기온(-), 강우량(+),… 유의하다. 비백인비율-제곱근 변환, NOxPot_log 매우 유의
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분산분석표 및 결정계수

print('모형변동=%.2f | 오차변동=%.2f | 총변동=%.2f'%
(fit.mse_model*(X.shape[1]-1),fit.mse_resid*(fit.nobs-X.shape[1]-1),fit.mse_total*(fit.nobs-1)))

 

예측치 및 예측구간

fit.fittedvalues #적합치

from statsmodels.sandbox.regression.predstd import wls_prediction_std
prstd, iv_l, iv_u=wls_prediction_std(fit) #추정오차, 예측구간 하한, 상한

lm=LinearRegression() 이용

• intercept 항은 자동 삽입되므로 sm 모듈에서 add 절편 과정은 필요 없다.

• 그러나 저장되는 통계량이 적어 자주 사용하지 않는다.

from sklearn.linear_model import LinearRegression
lm=LinearRegression()
y=smsa_clean['mortality_index']
X=smsa_clean.drop(columns=['mortality_index','southern'])
lm.fit(X,y)
params = np.append(lm.intercept_,lm.coef_) #OLS estimates
fitted=lm.predict(X)   #fitted value
r2=lm.score(X,y) #R-square; print(params, r2)
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