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Sometimes when you innovate, you make mistakes. It is 
best to admit them quickly, and get on with improving 
your other innovations. 

–Steve Jobs



introduction

개념

회귀분석은 이론이나 경험으로 얻어진 사실을 기반한 객관 타당성에 의해 설정된 회귀모형을 데이터를 통
하여 유의성을 판단하는 분석방법이다.

회귀분석 시작 시 오차항에 대한 “가정”과 함수의 선형성을 가정하였음

• 이 가정 하에 회귀계수에 대한 검정통계량의 샘플링분포도 구하였고 회귀계수에 대한 추론과 분석 결
과를 해석하였다.

• 만약 이 가정이 성립되지 않으면 분석결과를 신뢰할 수 없게 된다.

• 하여, 회귀모형의 가정을 만족하는지 분석할 필요가 있음 - 이를 회귀진단(잔차분석)이라 함

선형성 가정은 회귀모형 유의성 검정 결과와 동일하므로 잔차분석이라 함은 오차항에 대한 3가지 가정(정
규성, 등분산성, 독립성)을 진단하고 문제를 해결하는 방법이다.

• 독립성 진단은 시계열 자료에서만 하게 됨

• 추가적으로 회귀모형 추정 결과에 영향을 주는 (이상치, 영향치) 진단까지 잔차분석에 포함됨

최종 회귀모형 확정 전 회귀추론의 기본가정인 오차가정(정규성, 이분산성, 독립성), 회귀모형의 선형성, 
그리고 회귀모형의 결정계수(모형 설명력)에 영향을 미치는 이상치(영향치) 진단이 필요하다.
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잔차와 진단도구

잔차 residual

회귀모형 및 추정

• 회귀모형 yi = α +
p

∑
k=1

βkxki + ei , ei ∼ N(0,σ2), [행렬 표현] y = Xβ + e, e ∼ MN(0, σ2I )

• 추정 (OLS) : α̂, ̂β1, ̂β2, …, ̂βp, [행렬] β̂ = (X′ X )−1X′ y

• 적합치 : ̂yi = α̂ +
p

∑
k=1

̂βkxki, [행렬] ŷ = Hy, H = X(X′ X )−1X′ , H는 멱등행렬

잔차 정의

• ri = yi − ̂yi : 잔차는 종속변수 관측치와 모형 적합치의 차이, r = (I − H )y

• 회귀모형 오차항( ei )의 MVUE : ̂ei = ri

잔차성질

• 잔차의 평균의 0이고 분산 σ2이다.

• 잔차는 서로 독립인가? 아니다. 회귀계수 OLS추정(β̂ = (X′ X )−1X′ y)에는 (xi, yi) 모든 관측치가 포함

되어 있기 때문임

• ∑ xiri = 0 : 예측변수와 잔차의 곱의 합은 0이다 - 설명변수와 잔차는 독립이다. 예측변수에 의해 설
명되고 남은 부분(잔차)은 서로 독립이다.

•  ∑ ̂yiri = 0 : 적합치와 잔차의 곱의 합은 0이다. 적합치는 예측변수에 의해 설명된 부분과 설명되지 
않은 잔차 부분은 서로 독립이다.

잔차분석이란 오차의 추정치인 잔차를 이용하여 다음 작업 과정

• 설명변수와 종속변수의 함수 관계는 선형인가? <=> 회귀계수 유의성 검정과 동일 <=> 오차항의 패
턴 없이 무작위 형태
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• 오차의 분산은 설명 변수의 값에 따른 변화는 없는가? (등분산성)

• 오차항은 서로 독립인가? (독립성) 오차항은 정규분포를 따르는가? (정규성)

• 이상치나 영향치가 존재하는가? 등분산 가정에 의해 잔차의 값이(표준화 잔차 ±2, 표준정규븐포를 
가정하므로 ) 큰 경우 

• 고려된 설명 변수 이외 다른 주요한 설명 변수가 존재하지는 않는가? 잔차가 일정한 패턴을 갖는다. 
*)현실성 결여

잔차 종류

표준화 standardized 잔차 

zi =
ri − r̄

s(ri) = MSE
. MSE = ̂σ2

• 표준화 잔차는 추정 회귀식으로부터 관측치가 얼마나 떨어져 있나를 나타내는 것으로 ±2(표준정규분
포의 경우 ±1.96 구간 안에는 95% 관측치가 있음) 보다 크면 이상치일 가능성이 높음

스튜던트 student 잔차  

si =
ri

MSE /(1 − hii)
, hii = x′ 

i(X′ X )−1xi

• 잔차를 t-분포를 따르는 통계량으로 만든 것으로 ±2이면 이상치(혹은 영향치)로 판단 

• hii : Hat 행렬의 대각 원소로 leverage 레버리지(지렛대)로 정의되먀 영향치 판단에 사용된다.

표준화/스튜던트 제외 standardized & deleted 잔차 

•
zi =

r(i) − r̄

MSE(i)

, si =
r(i)

MSE(i) /(1 − hii)

• i번째 관측치를 제외하고 회귀모형을 추정한 후 얻은 적합치를 사용하여 얻은 잔차로 표준화/스튜던트 
잔차에 비해 더 정확한 개념의 잔차이지만 현실에서는 자주 사용하지 않음
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진단도구

① 잔차(Y-축)와 설명변수 산점도 Scatter plot of residual against independent variable 

설명변수와 잔차의 산점도는 함수 형태를 가져서는 안된다. 왜냐하면 오차와 설명변수가 종속변수를 설
명하지 못하는 부분에 해당되기 때문이다. 단순회귀에서는 설명변수가 하나이므로 설명변수와 종속변수
가 동일하므로(동일한 형태) 단순회귀에서는 이 산점도를 사용하지 않는다. 다중회귀에서는 오차의 등분
산성 진단을 위하여 가끔 사용하기도 하지만 유효성이 의심되어 이 산점도는 다중회귀 잔차분석에서도 
거의 사용하지 않는다.

② 잔차와 종속변수 추정치 산점도 (*) 단순회귀분석에서는 이 도구만 
주로 사용

잔차를 Y축, 종속변수의 예측치를 X-축으로 하여 산점도를 그린다.  
잔차는 추정된 회귀 모형이 종속 변수의 변동을 설명하지 못하는 부분
에 해당하므로 산점도에 일정한 패턴이 있으면 안되고 평균 0을 중심
으로 무작위(random) 하게 흩어져 있어야 한다. 그리고 잔차가 크다
는 것은 그 관측치가 이상치 가능성 있다. 또한 이 산점도에 의해 등분
산성, 선형성도 진단한다.

③ 잔차(Y-축)와 시간(time, X-축)의 시간도표(time plot) : 시계열 데이터에만 국한된다.

④ 변수(관측치를 나누는 분류 변수) 수준별 잔차 그래프 

관측치를 분류할만한 변수가 있을 때에만(예: 성별) 가능하다. 즉 설명변수 이외에 분류형 변수(이를 지시
변수라 함)가 있을 때만 그린다.

⑤ 잔차에 대한 일변량 분석 : 전처리 작업에서 종속변수 정규변환 하였음

Stem and Leaf plot과 Shapiro-Wilks W-통계량(정규성), Box-Whisker plot(정규성, 이상치 혹은 영
향치) 이상치나 영향치는 ②의 그래프에서 진단되므로 정규성만 검정하면 된다. 

*) 잔차의 정규성 검정에 대한 찬반 : (a) 잔차는 종속변수의 평균의 개념으로 계산되어 대표본 large sam-
ple 이론에 의해 데이터가 충분히 크면 (>30) 정규분포에 근사하게 되어 표본의 크기가 충분히 큰 경우 
정규성 진단은 하지 않아도 됨  
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파이썬 사례연구

사례 데이터

원데이터

import pandas as pd
smsa=pd.read_csv('http://203.247.53.31/Stat_Notes/example_data/SMSA_USA.csv')
smsa[['city_nm','state_nm','tmp_nm']]=smsa['city_name'].str.split(',',expand=True)
smsa.loc[smsa.tmp_nm.isna()==False, 'state_nm']=smsa.tmp_nm
smsa.drop(columns=['city_name','tmp_nm'],inplace=True)
smsa.columns

정규변환 후

import numpy as np
def rskewed(k):
  if (shapiro(np.sqrt(smsa.iloc[:,k]))[1]<0.05) & (shapiro(np.log(smsa.iloc[:,k]))[1]<0.05):
        print('No Appropriate Normal Transformation(right skewed)')
  else:
    if(shapiro(np.sqrt(smsa.iloc[:,k]))[1]<shapiro(np.log(smsa.iloc[:,k]))[1]):
      print(k,':',smsa.columns[k],'로그변환 : 유의확률',shapiro(np.log(smsa.iloc[:,k]))[1])
      smsa[smsa.columns[k]+str('_log')]=np.log(smsa.iloc[:,k])
    else:
      print(k,':',smsa.columns[k],'제곱근변환 : 유의확률',shapiro(np.sqrt(smsa.iloc[:,k]))[1])
      smsa[smsa.columns[k]+str('_sqrt')]=np.sqrt(smsa.iloc[:,k])
for k in [0,6,7,9,11,12,13,14]:
  rskewed(k)
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smsa_clean=smsa.drop(['pop_density','non_white_ratio','population','NOxPot'],axis=1)
smsa_clean.set_index(['state_nm','city_nm'],inplace=True)
smsa_clean.columns

변수선택 결과

1월기온, 강우량, 교육기간, 비백인비율_제곱근, NOxPot_로그, 가구원수, 인구밀도_로그

SO2Pot, 가구원수, 7월소득, 사무직비율, 가구소득

다중공선성 VIF 진단 결과

• Index(['rainfall', 'non_white_ratio_sqrt', 'NOxPot_log', 'S02Pot'] - 모든 변수 고려하여 다중공
선성 진단결과와 동일

그러므로 변수선택, 다중공선성 진단 어느 것이든 먼저해도 되므로 변수 숫자를 줄인 후 다중공선성 진
단하는 것이 적절함
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잔차 산점도 그리기

import statsmodels.api as sm
X=sm.add_constant(smsa_clean[['rainfall', 'non_white_ratio_sqrt', 'NOxPot_log', 'S02Pot']])
y=smsa_clean['mortality_index']
fit=sm.OLS(y, X).fit(); print(fit.summary())

 결정계수 62%

import seaborn as sns
import matplotlib.pyplot as plt
sns.residplot(fit.fittedvalues,fit.resid_pearson,lowess=True)
plt.title('scatter plot of (yhat vs standard_res)')
plt.axhline(2);plt.axhline(-2); plt.show()

fit.resid_pearson : 표준화 잔차임, 3개 관측치가 이상치로 판단됨

잔차 산점도에서 패턴이 발견되지 않았고 등분산성도 만족해 보이므로 선형모형 추정은 적절해 보인다.
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선형성

선형성 Linearity

종속변수와 설명변수 간의 함수관계는 선형(직선)이다. 선형 회귀모형의 기본 가정이다. 

회귀모형 전처리 작업(종속변수와 해당 설명변수의 산점도)에서 사전 진단 후 해결하므로 큰 문제는 없으
나 변수들간의 관계가 

Harvey A. and Collier P. (1977); Testing for Functional Misspecification in Regression Analysis, 
Journal of Econometrics 6, 103--119. Johnston, J. (1984); Econometric Methods, Third Edi-
tion, McGraw Hill Inc.

예측변수 4개인 경우 : ['rainfall','S02Pot','non_white_ratio_sqrt','NOxPot_log']

• 검정통계량 행렬이 singular이어서 계산 불가능

import statsmodels.stats.api as sms
sms.linear_harvey_collier(fit)

예측변수 4개인 경우 : ['non_white_ratio_sqrt','NOxPot_log'] 결정계수 41.6%

선형성을 만족한다.
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정규성

오차의 가정 중 하나로 이를 기반으로 모형 전체의 유의성 검정인 분산분석 F-검정, 예측변수의 유의성 
검정인 t-검정의 기본 가정이다.

오차는 잔차에 의해 추정되므로 잔차의 정규성 검정과 동일하다.

• 귀무가설 : 데이터는 정규분포를 따른다.

• 대립가설 : 정규분포를 따르지 않는다.

앞의 값은 검정통계량이며 2번째 값은 유의확률로 모든 정규성 검정 방법 결과는 동일하게 유의확률이 
매우 크므로 잔차는 정규분포를 따른다.

Shapiro Wilks Test

from scipy.stats import shapiro
shapiro(fit.resid)[0:2]  

Omni Test

import statsmodels.stats.api as sms
sms.omni_normtest(fit.resid)[0:2]  

Jarque-Bera Test

import statsmodels.stats.api as sms
sms.jarque_bera(fit.resid)[0:2]  
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등분산성

진단

잔차와 예측치 산점도 <=> (설명변수와 종속변수) 산점도 ➔ 나팔 fan 모양

종속변수의 값에 의존하여 분산이 커지거나 작아짐 - 등분산 가정이 무너지면 분산이 큰 부분에서 종속변
수의 값이 적합선을 많이 벗어난 것이 적합 정도가 떨어진다고 결론 내릴 수 없음, 이는 분산이 크므로 
σ2

i ∝ xi

검정방법

• 귀무가설 : 데이터는 등분산성을 갖는다.

• 대립가설 : 데이터는 등분산성을 갖지 않는다.

두 방법 모두 잔차는 등분산성을 따르므로 오차의 등분산성 가정이 만족된다.

Breush-Pagan test

Gujarati, Damodar N.; Porter, Dawn C. (2009). Basic Econometrics (Fifth ed.). New York: 
McGraw-Hill Irwin. pp. 385–86.

import statsmodels.stats.api as 
sms.het_breuschpagan(fit.resid,fit.model.exog)[0:2]
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Goldfeld-Quandt test

Goldfeld, Stephen M.; Quandt, R. E. (June 1965). "Some Tests for Homoscedasticity". Journal 
of the American Statistical Association. 60 (310): 539–547.

import statsmodels.stats.api as sms
sms.het_goldfeldquandt(fit.resid,fit.model.exog)[0:2]

해결 방안

문제가 되는 예측변수로 회귀모형 나누기 *)단순 회귀모형일 때만 가능함 

• 이분산 heterscedasticity 회귀모형  yi = α +
p

∑
k=1

βkxki + ei

• 변환 : 
yi

xki
=

α
xki

+ βk +
p

∑
k=1

βkxki(no xki) + ei

• 등분산 회귀모형 : 종속변수는 
yi

xki
, 절편은 βk이다.

 OLS대신 WLS 가중최소자승법 사용

minα,β1,...,βp ∑ wi(yi − α −
p

∑
k=1

βkxki)2을 최소화 하는 추정치를 가중최소추정량이라 한다.

• 가중치 wi =
1
̂y2
i
을 사용한다.

[등분산성을 만족하였지만 예제임 - 가중치는 적합치의 역수임]

import statsmodels.api as sm
y=smsa_clean['mortality_index']
X=sm.add_constant(smsa_clean[['rainfall','non_white_ratio_sqrt', 'NOxPot_log','S02Pot']])
fit=sm.OLS(y, X).fit()
fitw=sm.WLS(y, X,weights=1./(fit.fittedvalues**2)).fit()
print(fitw.summary())
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결정계수 61.2% 
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독립성

개념

시계열 데이터의 경우 오차항이 전 차항의 오차들에 의해 영향을 받게 되면 오차의 독립성이 파괴된다.

오차항 독립이 아니면 종속변수에 설정된 설명변수가 설명하지 못하는 일정의 패턴이 존재하므로 회귀추
정이 불완전함

진단도구

시계열 데이터 모형에만 진단

Durbin Watson 퉁계량  - DW 검정통계량의 값은 2(1 − r)에 근사한다. 상관계수 r 
은 ( et, et−1)의 상관계수 (<=> 오차의 1차 자기상관계수)이다. 

오차가 독립이면 r = 0 이고 DW = 2 에 근사한다.

(DW 이용방법)

positive autocorrelation (양의 상관관계)

• If DW < dL , 양의 상관관계가 존재한다.

• If DW > du, 자기상관이 존재하지 않는다. 독립이다.

• If dL < DW < du, 결론 내릴 수 없음
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negative autocorrelation (음의 상관관계) the test statistic (4 − d)

• If DW > 4 − dL , 음의 상관관계가 존재한다.

• If DW < 4 − du, 자기상관이 존재하지 않는다. 독립이다.

• If 4 − du < DW < 4 − dL, 결론 내릴 수 없음

해결책

목표변수의 1차 전기 항( yt−1 )을 예측변수로 사용하거나 종속변수의 차분항 ▽ Yt = (Yt − Yt−1)을 목표
변수로 사용한다.

sm.OLS, sm.WLS 실행하면 DW(Durbin Watson) 자동 출력된다.
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영향치_이상치

개념

이상치 outlier : 설명변수 관측치 범위 내에 존재하며 적합 회귀선에서 벗어난 관측치 - (문제) 회귀모형 
적합정도, 결정계수를 떨어뜨림 (해결) 삭제 후 회귀모형 적합

영향치 influential : 설명변수 관측값 범위를 벗어났으며 적합 회귀선 상에 있는 관측값 - (문제) 결정계수 
값을 과하게 높이고 회귀계수 유의성 매우 높임 - 잘못된 결론 (해결) 설명변수 관측값 주변  관측치를 더 
수집한 후 분석, 혹은 제외 후 모형 적합

진단도구

• 원 변수 산점도, 잔차-적합치 산점도

• 표준화 잔차나 스튜던트 잔차 (선호) : +2 이상이면 이상치

• 레버리지 통계량 hii = x′ 
i(X′ X )−1xi : h̄ =

p + 1
n

 ( p =설명변수 개수, n =데이터 수) 2배보다 크면 영

향치로 진단함 

해결책

• 이상치 - 삭제 : 회귀모형의 적합성 높아짐 <=> 결정계수 높아짐

• 영향치 : 결정계수를 커지게 하는 경향이 있음 <=> 제외하고 추정 모형을 예측하는 것이 적절하다.

df=smsa_clean.reset_index('state_nm') #주도 이름 행인덱스에서 제외
import statsmodels.api as sm
X=sm.add_constant(df[['rainfall','non_white_ratio_sqrt', 'NOxPot_log','S02Pot']])
y=df['mortality_index']
fit=sm.OLS(y, X).fit()
import matplotlib.pyplot as plt
fig, ax=plt.subplots(figsize=(12,8))
fig=sm.graphics.influence_plot(fit, ax=ax, criterion="cooks")
plt.axvline(5/59);plt.title(' '); plt.show()
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New Orions, Alabany : 사망율 높은 이상 도시, Maimi : 사망율 낮은 이상 도시

영향 도시 : 시카고, 피치버그

이상치 3개 제외(스튜던트 잔차 ±2 ) 결정계수 71.2% (이상치 제거 전 62%)

smsa_clean.stres=infl.resid_studentized
smsa_clean2=smsa_clean[(smsa_clean.stres<2) & (smsa_clean.stres>-2)]
smsa_clean2.shape

영향치 2개 제외(cook 0.2 이상) 결정계수 66.7% (영향치 제거 전 62%)

smsa_clean['cook']=infl.cooks_distance[0]
smsa_clean3=smsa_clean[smsa_clean['cook']<0.2]
smsa_clean3.shape
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Wrapping Up

최종 모형

• 변수선택 결과 최종 얻은 NOxPot_log : 유의하지 않아 제외하였음

import statsmodels.api as sm
X=sm.add_constant(smsa_clean[['rainfall','non_white_ratio_sqrt','S02Pot']])
y=smsa_clean['mortality_index']
fit=sm.OLS(y, X).fit(); print(fit.summary())

 결정계수 : 60.9%

이상치 제외

infl=fit.get_influence()
smsa_clean.stres=infl.resid_studentized
smsa_clean2=smsa_clean[(smsa_clean.stres<2) & (smsa_clean.stres>-2)]
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결정계수 : 74.4% (n=55, 이상치 4개 제외)

• 이상치 제거 영향 : 결정계수 높아짐, 

최종회귀모형 : MO = 763 + 2.21Rain + 21.5NWsqrt + 0.38SO2Pot

• 양의 영향 : 강우량, 비백인비율, SO2Pot 높을수록 사망률 지수는 높아진다.

예측값, 신뢰구간, 예측구간

회귀모형 y = Xβ + e

• OLS 추정치 : β̂ = (X′ X )−1X′ y

주어진 예측변수 값 벡터 : xk 

예측구간

주어진 예측변수의 목표변수 추정량 : ̂y
k
| xk = xk β̂ + ek 

• ek는 오차이고 평균이 0이므로 추정량은 ̂y
k
| xk = xk β̂으로 기대값 추정량과 동일하다.

• 추정량 평균 : E( ̂y
k
| xk) = xk β̂

• 추정량 분산 V( ̂y
k
| xk) = V(xk β̂ + ek) = σ2(x′ 

k(X′ X )−1xk) + σ2 = σ2(I + x′ 
k(X′ X )−1xk)

• 추정량은 목표변수의 선형결합이므로 추정량의 샘플링분포는 정규분포를 따른다.

신뢰구간

주어진 예측변수의 목표변수 기대값 추정량 : E( ̂y
k
| xk) = xk β̂  

• 추정량 평균 : E(E( ̂y
k
| xk)) = xk β̂
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• 추정량 분산 V(E( ̂y
k
| xk)) = = σ2(x′ 

k(X′ X )−1xk)

• 추정량은 목표변수의 선형결합이므로 추정량의 샘플링분포는 정규분포를 따른다.

예측구간, 신뢰구간 어느 것을 사용하나? 신뢰구간이 예측구간보다 작으나 예측변수의 개별 관측값이 주
어진 경우 목표변수 관측값을 예측하는 것이므로 예측구간을 사용하는 것이 적절하다.

p=fit.get_prediction(X)
p.summary_frame()

만약 새로운 데이터에 대한 예측값과 신뢰구간을 구한다면 X에 새로운 데이터프레임을 입력하면 된다. 
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영향력 비교 [LASSO]

전통적인 방법에서는 표준화 회귀계수(예측변수를 표준화한 계수)를 이용하였지만 빅데이터에서는 L1 정
규화 방법인 LASSO 이용하는 것이 적절하다.

비백인비율_제곱근 예측변수가 사망율_지수(목표변수)에 가장 큰 영향을 미친다.

from sklearn import linear_model
import matplotlib.pyplot as plt
lassoReg=linear_model.Lasso(alpha=0.1, fit_intercept=True, normalize=True)
y=smsa_clean2['mortality_index']
X=smsa_clean2[['rainfall','non_white_ratio_sqrt','S02Pot']]
fit_lasso=lassoReg.fit(X,y)
plt.title('Reg. Coeeficients of (Motality)')
plt.plot(fit_lasso.coef_); plt.show()

var_nm=pd.Series(X.columns,name='Var')
coeff=pd.Series(fit_lasso.coef_,name='Coeff')
pd.concat([var_nm,coeff],axis=1)
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