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Sometimes life is going to hit you in the head with a 
brick. Don’t lose faith.

–Steve Jobs



개념

이산형 종속변수

전통적 회귀분석에서 목표변수 Y는 연속형 metric, continuous를 가정하고 확률분포함수는 정규분포를 
가정한다. 그러므로 목표변수가 이산형인 경우 전통적 방법으로 추정은 불가능한다. 

이산형 목표변수의 종류는 이진형, 이산형 정수, 순서형, 명목형으로 나뉜다.

• 이진형 : 성공 실패를 갖는 변수로 베르누이 분포를 따른다.

• 이산형 (양) 정수 : 교통사고 건수, 감염 환자 수 포아송 분포를 따른다.

• 순서형 : 순서 크기를 갖는 것으로 알파벳 학점, 리커트 척도 등이 여기에 속하며 다항 분포를 따른다.

• 명목형 : 거주지역, 직업 등과 같이 분류형 변수이며 다항 분포를 따른다.

LINK 함수

일반 회귀모형은 E(y) = μ = Xb, (Xb 를 선형예측함수, linear predictor라 한다)이므로 μ가 가질 수 있
는 값은 (−∞, ∞) 연속형이므로 Xb에 의해 설명가능하다. 그러나 이진형 y ∼ B(p) 의 경우 E(y) = p이
므로 (0, 1) 값만을 갖는다. 그래서 다음과 같은 링크함수 g를 이용하여 g(E(Y |x)) = g(μ) = Xb, g(μ)가 
가질 수 있는 값을 (−∞, ∞) 연속형으로 만들어 선형예측함수에 의해 예측한다.

• Y~정규분포 : 링크함수 g는 항등함수이다. g(μ) = μ = Xb

• Y~포아송분포 : g(μ) = ln(μ) = Xb, negative inverse

• Y~Gamma 분포 : g(μ) = −
1
μ

= Xb, log

• Y~베르누이 분포 : g(μ) = ln
p

1 − p
= Xb, logit
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위키피디아

추정방법

모형  g(E(y)) = Xb + e, e ∼ N(0,σ2)

추정방법 

• 이진형 분포 P(yi = 1) = p, p = e(−θx) => g(px) = ln(px) = − θx

• Poisson  E(y) = λ, λ = neθ, g(λi) = ln(ni) + θ * i

지수족 exponential family

• f (y; θ) = h(x)exp(η(θ)T(x) − A(θ))로 표현되는 확률변수 y는 지수족이다. θ는 모수, T(x)는 충분통
계량이다.

• (성질) 지수족의 T(x)는 완비통계량이며 T(x)의 함수 중 불편성을 만족하는 통계량이 MVUE이다.

• (성질) 로그우도함수 ln( f (y; θ))는 다음 성질을 갖는다. (1) score 함수 U =
dln( f (y; θ))

dθ
의 기대값

은 E(U ) = 0 이다. (2) U의 분산을 Information이라 정의한다. V(U ) = J (3) 스코어 함수의 θ 1차 미

분의 기대값은 E(
dU
dθ

) = − V(U ) = − J 관계식을 갖는다.

• 정규분포, 감마분포, 포아송분포, 이항분포, 베타분포 등 대부분의 유명한 분포는 지수족이다.
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스코어 함수 U = 0을 N-R 방식으로 풀면 θ의 MVUE 추정치를 얻는다. ̂θ(m) = ̂θ(m−1) +
U(m−1)

J(m−1)

추정량의 샘플링분포 ̂θ ∼ ?

대표본 이론에 의해 [이차형식] U′ J−1U ∼ χ2(p), p=모수의 개수

MLE의 공분산 : E[( ̂θ − θ)′ ( ̂θ − θ)] = J( ̂θ)

Wald 검정통계량 ( ̂θ − θ)′ J−1(( ̂θ)( ̂θ − θ) ∼ χ2(p)

LR 우도비 검정 H0 : θ = 0

λ =
L(y; ̂θ under H0)

L(y; ̂θ)
∼ 2lnλ ∼ χ2(1)
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Binary

모형

개별 관측치 zi B(θ = π)이므로 i−구간의 성공 회수는 yi ∼ B(n, π)

ㅕ

그러므로 
yi

ni
∼ b(πi) => E(yi /ni) = πi

링크함수 g(πi) = Xb? 회귀모형 적용을 위해서는 링크함수의 범위는 반드시 (−∞, ∞)이어야 한다. 그러
므로 가장 간단한 링크함수 πi = Xb는 적절하지 않음

링크함수

1) Probit 모형 : Φ−1(π) = Xb, Φ−1 : 역정규분포함수

• 중앙값, 백분위 => 개체를 50% 감소시틸 수 있는 dose 양

2) Logit 함수 : ln(
π

1 − π
) = Xb, 

• 회귀계수 bk의 부호는 개체의 성공에 미치는 예측변수( Xk ) 영향 부호와 동일함

• ebk는 예측변수 Xk 오즈비

3) Complementary log-log function (Gumpertz) : log(−log(1 − π)) = Xb
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추정

1절에서 설명하였듯이 모수 b의 추정량은 MLE 방법, N_R 방법으로 추정한다.

종속변수의 관측치는 (0, 1)의 이진형 값이나 추정 회귀계수에 의해 계산된 적합치는 (0, 1) 사이의 확률 
값이다. 다음 예제는 약물 사용량에 따라 무당벌레 죽는 여부를 측정한 자료이다. 65마리 무당벌레에 
1.69 용량을 살포했을 때 6마리는 죽고 나머지 59마리는 생존하였다.

  

모형 : log(
πi

1 − πi
) = a + b(Dose) + e, πi = P(Success |Dose = xi)

오즈비 : π
1 − π

= exp(a + b(Dose)), Dose=X 1단위 증가하면 오즈비는 eb만큼 증가한다.

모수 모형 : π =
1

1 − exp(a + b(Dose))
 - 회귀계수의 부호가 양수이고 값이 커지면 (성공: πi , event)가 

커지므로 성공 확률이 높아지고 부호가 음수=> 절대값이 커지면 πi 가 작아지므로 성공 확률이 낮아진다.
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모형평가 

Confussion 행렬

정분류표를 활용 : 

실제.     예측-> 성공 실패

성공 TP FP

실패 FN TN

정분류 비율 : (TP+TN)/(TP+FP+FN+TN) 높은 모형이 최적 모형임

민감도 sensitivity : (TP)/(TP+FP) / 특이도 specificity : (TN)/(FN+TN)

예제 데이터 분석 (빈도표가 주어진 경우)

import pandas as pd;import numpy as np
dose=pd.Series([1.69,1.72,1.76,1.78,1.81,1.84,1.86,1.88])
n=pd.Series([59,60,62,56,63,59,62,60]); y=pd.Series([6,13,18,28,52,53,61,60])
a=pd.Series(np.repeat(dose,n-y)) ; a2=pd.Series(np.repeat(dose,y))
a.reset_index(drop=True,inplace=True); a2.reset_index(drop=True,inplace=True)
b=pd.Series(np.repeat(0,sum(n-y))); b2=pd.Series(np.repeat(1,sum(y)))
b.reset_index(drop=True,inplace=True); b2.reset_index(drop=True,inplace=True)
ab=pd.concat([a,b], axis=1) ; ab.columns=['dose','y']
ab2=pd.concat([a2,b2], axis=1); ab2.columns=['dose','y']
df=pd.concat([ab,ab2],axis=0)

import seaborn as sns
sns.barplot(x=df['dose'].astype(str),y='y',data=df)
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df['int'] = 1
import statsmodels.api as sm
logit_model=sm.Logit(df['y'],df[['int','dose']])
result=logit_model.fit()
print(result.summary2())    추정식 : log(

p
1 − p

) = − 60.1 + 33.93 * dose

dose 회귀계수 부호가 +이므로 벌레 죽음에 양의 영향을 미치므로 dose 사용량이 증가하면 벌레 죽일 
가능성이 높아진다.

사용량의 오즈비는   5.46이므로 사용량을 한단위 증가할 때마다 
벌레 죽을 확률은 5.4배 증가한다고 해석하면 된다.
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타이타닉 사례

데이터 가져오기

import pandas as pd
df=pd.read_csv('http://wolfpack.hnu.ac.kr/Stat_Notes/example_data/titanic_data.csv')
df.info()

가능하면 예측변수(survived)를 (0,1) 숫자로 넣는 것이 함수 활용하기 편리하다. 그리고 예측변수와 목표
변수를 선택하고 Nan(결측치)을 제거한다.

df0=df[['survived','age','sibsp','fare','sex','pclass']]
df0.dropna(inplace=True); df0.shape

  데이터 차원 (1045,6)

범주형변수 활용 생존율 보기

  (여성, 1등석) 생존율 = 96%
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그래프 표현

import seaborn as sns
sns.barplot(x='pclass', y='survived', data=df0)

 

로지스틱 회귀분석 추정

genders = {"male": 0, "female": 1}
df0['sex']=df0['sex'].map(genders)
df0['int']=1; y=df0['survived']; X=df0[['int','age','pclass','fare','sex']]
import statsmodels.api as sm
logit_model=sm.Logit(y,X); result=logit_model.fit()
print(result.summary2())

모형에 삽입되는 예측변수는 반드시 숫자형으로 변환되어야 하며, 수준이 3개 이상인 경우에는 더미 변
수를 (수준 수-1)만큼 만들어야 한다. 가능하면 이진형 예측변수만 사용하자.

 나이, 좌석 등급이 올라갈
수록 생존 가능성 낮아지고(회귀계수 음) 요금 올라갈수록 여성이면 생존 가능성 높아진다.
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오즈비

 sex 여성=이므로 남성에 비해 생존 가능성은 12배 높다. 나이가 올
라갈수록 생존 가능성은 낮아지며(회귀계수 음수) 1/0.97=1.03배 사망 가능성이 높아진다.

정분류 비율

정분류 비율 (생존-> 생존 76%=(300)/(127+300), 사망->사망 80%=(523)/523+95) 78.8%이다.

from sklearn.linear_model import LogisticRegression
logreg = LogisticRegression()
logreg.fit(X,y)
y_pred=logreg.predict(X)
round(logreg.score(X,y) * 100, 2)

  

from sklearn.metrics import confusion_matrix
confusion_matrix = confusion_matrix(y, y_pred)
print(confusion_matrix)   

from sklearn.metrics import classification_report
print(classification_report(y, y_pred))
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사후확률

 각 승객의 생존확률이 출력된다. 0.5 이상이면 생
존으로, 미만이면 사망으로 분류된다. 잠정 threshold (cut-off)는 0.5이다.

ROC 커브

import matplotlib.pyplot as plt
from sklearn.metrics import roc_auc_score
from sklearn.metrics import roc_curve
logit_roc_auc = roc_auc_score(y, logreg.predict(X))
fpr, tpr, thresholds = roc_curve(y, logreg.predict_proba(X)[:,1])
plt.figure()
plt.plot(fpr, tpr, label='Logistic Regression (area = %0.2f)' % logit_roc_auc)
plt.plot([0, 1], [0, 1],'r--')
plt.xlim([0.0, 1.0])
plt.ylim([0.0, 1.05])
plt.xlabel('False Positive Rate')
plt.ylabel('True Positive Rate')
plt.title('Receiver operating characteristic')
plt.legend(loc="lower right")
plt.savefig('Log_ROC')
plt.show()
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• y축은 민감도, x-축은 (1-특이도)

• 45도 선(기준선)은 민감도=(1-
-특이도)가 되는 선으로 랜덤(검사 
키트 효용 제로) 검사를 의미함

• AUC(area under curve) excel-
lent 검사 90~100%, Good 
80~90%, 70%이상이면 fair 

optimal cut-off 값 : 사후확률이 0.42 이상이면 사망, 미만이면 사망으로 분류하는 것이 민감도, 특이도 
가장 높은 기준값이다. Youden's J-Score 방법은 붉은선으로부터 가장 멀리 떨어진 값을 최적 기준값으
로 제안한다.

i = np.arange(len(tpr)) # index for df
roc = pd.DataFrame({'fpr' : pd.Series(fpr, in-
dex=i),'tpr' : pd.Series(tpr, index = i), '1-fpr' : 
pd.Series(1-fpr, index = i), 'tf' : pd.Series(tpr - 
(1-fpr), index = i), 'thresholds' : 
pd.Series(thresholds, index = i)})
roc.iloc[(roc.tf-0).abs().argsort()[:1]]
import pylab as pl
# Plot tpr vs 1-fpr
fig, ax = pl.subplots()
pl.plot(roc['tpr'])
pl.plot(roc['1-fpr'], color = 'red')
pl.xlabel('1-False Positive Rate')
pl.ylabel('True Positive Rate')
pl.title('Receiver operating characteristic')
ax.set_xticklabels([])
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Recursive Feature Elimination in Logistic Regression

from sklearn.linear_model import LogisticRegression
from sklearn.feature_selection import RFE
y=df0['survived']
X=df0[['age','pclass','fare','sex']]
# Build a logreg and compute the feature importances
model = LogisticRegression()
# create the RFE model and select k=2 attributes
rfe = RFE(model, 2)
rfe = rfe.fit(X, y)
# summarize the selection of the attributes
print('Selected features: %s' % list(X.columns[rfe.support_]))

 가장 유의한 2개 에측변수 선택 결과 

다른 빅데이터 방법 적용

Stochastic Gradient Descent (SGD)

from sklearn import linear_model
sgd = linear_model.SGDClassifier(max_iter=5, tol=None)
sgd.fit(X,y)
Y_pred=sgd.predict(X)
round(sgd.score(X,y) * 100, 2)

 정분류 비율 매번 변동 = ????%

Random Forest

from sklearn.ensemble import RandomForestClassifier
random_forest = RandomForestClassifier(n_estimators=100)
random_forest.fit(X,y)
Y_prediction = random_forest.predict(X)
round(random_forest.score(X,y) * 100, 2)   정분류 비율 = 97.7%
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Linear Support Vector Machine

from sklearn.svm import SVC, LinearSVC
linear_svc = LinearSVC()
linear_svc.fit(X,y)
Y_pred = linear_svc.predict(X)
round(linear_svc.score(X,y) * 100, 2)  정분류 비율 매번 변동 = ????%

Decision Tree

from sklearn.tree import DecisionTreeClassifier
decision_tree = DecisionTreeClassifier() 
decision_tree.fit(X,y)  
Y_pred = decision_tree.predict(X)  
round(decision_tree.score(X,y) * 100, 2)  정분류 비율 = 97.7%

K Nearest Neighbor

from sklearn.neighbors import KNeighborsClassifier
knn = KNeighborsClassifier(n_neighbors = 3) 
knn.fit(X,y)  
Y_pred = knn.predict(X)
round(knn.score(X,y) * 100, 2)

 정분류 비율 = 81.2%
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