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3 장에서는 종속변수(반응변수)가 이진형(binary)인 경우이고 설명 변수가 하나이고 

측정형인 경우 분석 방법인 Logit Regression model, Probit model 을 살펴보았다. 물론 

마지막 절에서는 설명변수가 분류형일 경우 Logit regression model 이 어떻게 이용될 수 

있는지 살펴보았지만, 이것이 이 장에서 다룰 Log-linear 분석 몫이다. 

Log-linear 분석은 종속변수와 독립 변수가 모두 범주형(분류형)인 경우 인과 관계를 

분석하는 방법이다. 이 분석에서는 분할표의 셀 빈도를 변수들(설명 변수들과 반응 변수)의 

관계로 표현한다. 반응 변수가 이진형이면 Log-linear 분석은 Logit 분석과 동일하다. 

종속변수가 이진형이고 설명변수가 2 개 이상이고 Mixed(측정형, 분류형)인 경우는 Logistic 

Regression model 을 사용하면 된다. [페이지 44~ 회귀분석 측면 참고: PROC LOGISTIC 

절차에서도 /SELECTION=MODEL, 즉 변수 선택이 가능, LOGISTIC 분석은 개체 분류하는 

판별 분석에도 사용된다. 페이지 51 참고]. 

 

Recall Homework #8: 페이지 57의 Homework6-3 문제 수정 

TAX.txt 자료는 다음 변수에 대한 자료이다. 다음 절차에 의해 Logistic 분석을 실시하시오. 

1) 적절한 변수를 선택하고 (유의수준=0.1) 분석 결과를 해석하시오. (회귀분석) 

2) 판별 분석을 실시하고 Classification Table 을 보고 적절한 Phat 기준을 선택하시오. 

(분류에 참고) 

3) 새로운 사람의 정보는 다음과 같다. 세금 보고 전문 기업은 이 사람에게 DM 발송을 

할 필요가 있겠는가? 결혼, 자기 사업, 부양 가족=10명, 세금 효율=3, 소득=12.3 

종속변수: PREP(세금 보고 전문가 이용=1, 자신이 직접=0) 

독립변수:  1)MA (결혼 여부, 1=결혼, 0=미혼) Indicator 변수 

2)SE (자기 사업=1, 취업=0) Indicator 변수 

3)DEP (부양 가족 수) : 측정형 변수(연속형) 

4)TR (세금 효율:rate) : 측정형 변수(연속형) 

5)INCOME (소득) : 측정형 변수(연속형) 

 

4.1. Log-linear Model for 2 dimension 

IxJ 분할표의 총 N(=i*j)개의 셀에서 n 개의 표본을 추출하는 다항 분포를 고려하자. 다항 

분포에서 확률 ij 가 2 차원 분할표의 (2 dimension contingency table) 결합 밀도 함수를 

형성한다. 만약 반응이 서로 독립이면 jiij    JjIi ,...,2,1 and ,...,2,1for  이다. 

그러므로 가 셀의 기대 도수 jiijij nmE   이다. Log-linear 모형에서는 확률 ij  대신 

ijm 를 사용하여 모형을 설정한다. 

2X2 분할표에 대해 예제(성별에 따른 사후 세계 믿음 여부 차이)를 통해 Log-linear 

model을 설명해보기로 하자.  
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  믿는다 안 믿는다 

남자 435 147 

여자 375 134 

 

 

 

 

16.02  ( )1df 이므로 성별의 차이는 없다. 

 

4.1.1. Independence model 

만약 두 변수간에 독립을 가정하면 (i, ,j) 셀의 기대빈도의 Log는 다음과 같다. 

jiij nm    lnlnlnln     

행 변수(일반적으로 독립 변수)를 X, 열 변수를 (종속 변수) Y라 하면 위의 식은 

Log-linear model of independence Y
j

X
iijm  ln  --- (1) 

where  I
h

hi
X
i /)ln(ln    , J

h
hj

Y
i /)ln(ln    ,  

JIn
h

h
h

h /)ln(/)ln(ln    . 

제약 조건 0   Y
j

X
i   

모수 Y
i

X
i  , 는 평균에 대한 편차(deviation)이다. 
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ijm̂ln  믿는다 안 믿는다 

남자 6.069 5.010 

여자 5.935 4.876 

 

2X2 분할표의 경우 Independence model의 모수 해석은 

0)()()()(

lnlnlnln)ln(ln

12212211

21122211
2112

2211





YXYXYXYX

mmmm
mm

mm




 

 

제약 조건 0   Y
j

X
i  과 Y

j
X
iijm  ln 을 이용하여 식(1)의 모수에 대한 

추정치를 구하면 다음과 같다. 유일 근(독립 모형에서는 각 요인에서 모수가 중복적으로 

정의되어)이 아니므로 요인의 마지막 수준을 0 으로 하거나(방법 1: SAS GENMOD) 첫 

수준을 0 으로 하거나(방법 2: SAS GENMOD) 모수의 합을 0 으로 한 방법(방법 3: SAS 

CATMOD)으로 모수를 추정할 수 있다. 

 

   X
1  X

2  Y
1  Y

2  

방법 1 4.876 0.134 0 1.059 0 

방법 2 6.069 0 -0.134 0 -1.059 

방법 3 5.472 0.067 -0.067 0.529 -0.529 

 

1행 2열을 보면 )9.149ln(01.50134.0876.4ln 2112  YXm   

그리고 어떤 방법을 사용하더라도 요인의 주효과(main effect)를 나타내는 모수간 차이는 

항상 동일하다. 예를 들어 059.121  YY  이다. 그러므로 059.1)
1

ˆ
ln(ˆln 







 이고 odds 

ratio의 추정치 ̂ 는 88.2059.1 e 이다. (2x2 분할표 방법과 동일= ]
)147375(

)134435(
exp[




)  
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4.1.2. Saturated model 

만약 변수들간에 독립이 성립하지 않는다고 가정하자.  

그리고 ijij mn ln , 
J

n

n
j

ij

i



 , 
I

n

n i
ij

j



 , 
JI

n

n
i j

ij





  라 놓고 

..nni
X
i   , ..nn j

Y
i   , ..nnnn jiij

XY
ij   라 하면 다음과 같이 놓을 수 있다. 

XY
ij

X
j

X
iijm  lg , 제약 조건 0 

j

XY
ij

i

XY
ij   --- (2) 

 

모수의 개수   1 개, X
i  형태의 비중복 모수 수 (I-1), Y

j 는 (J-1), XY
ij 는 (I-1)X(J-1) 

이므로 총 모수 수는 IJ 개이다. 이 경우 모수의 수가 가자 많으므로 “꽉 찼다”는 의미의 

saturated model이라 한다. 

 

(cf)  Independence model = reduced model (귀무가설이 성립할 경우) 식 (1) 

Saturated model = full model 식 (2) 

 

식 (2)와 같은 모형을 hierarchical model (층화 모형) 이라 한다. 층화 모형이란 차수 항이 

높은 요인이 있으면 저차 항은 반드시 포함되어 있는 것이다. XY
ij 이 있으면  X

i , Y
j 이 

들어 있는 경우이다. 층화 모형이 선호되는 이유는 낮은 차수 항이 포함되지 않으면 고차 

항에(교차 효과와 비슷) 대한 해석이 어렵기 때문이다. 

  

그리고 ijij mn ln , 
J

n

n
j

ij

i



 , 
I

n

n i
ij

j



 , 
JI

n
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i j

ij





  라 놓고 

..nni
X
i   , ..nn j

Y
i   , ..nnnn jiij

XY
ij   라 하면 다음과 같이 놓을 수 있다. 

XY
ij

X
j

X
iijm  ln , 제약 조건 0 

j

XY
ij

i

XY
ij   --- (2) 

위의 모형은 교차(interaction) 항이 있는 two-way ANOVA 모형과 동일하다. X
i 는 평균에 

대한 편차이므로 만약 0X
i 이면 i 행 셀들의 기대치(물론 log 기대빈도의 평균)는 전체 

분할표의 기대치보다 높다. 
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Saturated model 의 모수의 수는 IJJIJI  )1)(1()1()1(1 이고 independent 

model 의 모수 수는 1)1()1(1  JIJI 이고 만약 모든 0XY
ij 이면 두 변수는 서로 

독립이다. 

 

2X2 분할표의 경우 Saturated model의 모수 해석은 

XYXYXYXY

XYXXXYXXXYXXXYXX

mmmm
mm

mm

21122211

2112122122221111

21122211
2112

2211

)()()()(

lnlnlnln)ln(ln













 

조건 0 
j

XY
ij

i

XY
ij  에 의해 XYXYXYXY

21122211     XY
114log    

그러므로 011 XY (독립)이면 Odds ratio 는 1이 된다. (Recall: 독립) 

 

식 (2)는 
)(

exp
XY
ij

X
j

X
i

ijm
 

 이고 셀 확률 



ab

ij
ij

m

m
 는  








)(

)(

exp

exp
XY
ij

X
j

X
i

XY
ij

X
j

X
i

ij




  

IxJ 분할표에서는 (I-1)x(J-1)개의 연관성 모수만을 중복되지 않게 정의할 수 있고 독립성 

검정은 (I-1)x(J-1)개의 모수들이 0 인지를 검정한다. 그러므로 2X2 에서는 1 개의 모수가 

odds ratio를 결정한다. 

다음은 예제 자료(2x2 분할표)의 연관성 관련 모수를 추정한 예이다. 

 

 XY
11  XY

12  XY
21  XY

22  

방법 1 0.056 0 0 0 

방법 2 0.014 -0.014 -0.014 0.014 

방법 3 0 0 0 0.056 

 

056.0ln 21122211  XYXYXYXY    057.1ˆ 056.0  e  
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4.1.3 SAS 사용 예제 

 

 

[Independence model] 

   75page  

   76page 

   74page  
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    74page[ 2 ] 

 

  

기대 도수와 관측 도수는 같다. (saturated model) 

 

4.2. Log-linear Model for 3 dimension 

인과 관계 연구에서 중요한 것은 예측 변수(predictor)와 통제 변수(control variable)를 

어떻게 잘 선택하냐 하는 것이다. 하나의 반응변수와 하나의 설명 변수 간의 관계를 

연구할 때 그 관계에 영향을 미치는 변량(covariate)을 조정해야 한다. 예를 들어 간접 

흡연의 효과를 알아보기 위하여 남편이 흡연하는 아내들의 폐암 발생율과 남편이 

비흡연자인 아내들의 폐암 발생율을 비교할 수 있을 것이다. 종속변수는 폐암 발생 여부, 

설명변수는 남편 흡연 여부이다. 이 경우 인과 관계를 제대로 분석하려면 여자의 나이, 

사회학적 수준, 근무 환경 등을 조정해야 한다. 

 

4.2.1. Partial Association 

변수가 3 개(X, Y, Z)이고 모두 범주형(분류형)이라면 다항 분할표를 얻을 수 있다. 이 경우 

Z 의 값에 따라 X-Y 분할표를 얻을 수 있다. 이 분할표를 partial table 이라 하고 z 는 

controlled 되었다고 한다. partial table 을 결합하여 얻어진 분할표를 X-Y marginal table 이라 

하는데 이 경우 z는 무시되었다고 본다. 
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4.2.2. Death Penalty Example 

다음 Table 5.1 은 Radelet(1981)의 2x2x2 분할표로 살인 사건의 피고(defendant) 인종에 

따른 사형 판결(death penalty)의 차이는 있는지 알아보고자 조사한 자료이다. 총 관측치 

수는 326명. 종속변수는 Death penalty, 설명변수는 Defendant race, 그리고 control 변수가 

victim race이다.  

 

빨간 박스 안은 Victim(피해자)의 인종을 무시하고 구한 사형 언도 받은 사람 비율이다. 

이것만 보면 흑인의 사형 언도 비율은 약 10%, 백인의 사형 언도 비율은 12%로 흑인이 

낮다. [Table 5.2] 

 

그러나 victim 인종을 고려하여 보자. Victim 이 백인일 때 피의자 흑인의 사형 언도 비율은 

4.9%(=17.5-12.6) 높고 victim 이 흑인일 때 피의자 백인의 사형 언도 비율은 흑인에 비해 

5.8% 낮다. 즉 victim 인종을 control 하면 흑인의 사형 언도 비율이 높다. control 변수를 

고려하면 왜 두 변수 간의 관계의 방향이 변하는가? Table 5.3.을 보자. 

Table 5.3 의 Odds ratio 를 계산할 때는 셀이 0 인 셀이 있어 각 셀에 0.5 을 더하여 

계산하였다. Marginal (victim 인종이 무시) 값을 살펴보면 Defendant 가 백인인 경우 

흑인보다 사형 언도 받을 가능성은 1.18 배이다. Partial (victim 의 인종이 control)을 보면 

victim 인종이 백인인 경우(Level1) 백인 defendant 사형 언도 가능성은 흑인의 0.67 배,  

victim 이 흑인일 경우 0.79 배로 marginal 의 결과와 반대가 된다. 이는 왜 그럴까? victim 

인종과 defendant 인종 간의 odds ratio 의 값이 매우 높다. 즉 victim 백인인 경우 

defendant 백인이 흑인에 비해 25.99배이다.  
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victim 인종이 백인이 많고 백인이 백인을 많이 살해하므로 victim 인종만을 고려하지 

않으면 백인이 흑인에 비해 사형 언도 받을 가능성이 높다고 결론지을 수 있으나 victim 

인종을 고려하면 해석은 달라진다. 다음은 marginal 과 partial 의 효과의 차이를 보여준 

것이다. 동그라미는 defendant 인종과 victim 인종의 결합에서 관측치 크기이다. 이렇게 

marginal과 partial 효과가 달라지는 경우를 Simpson Paradox 라 한다. 
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4.2.3. Independence 종류 

변수 X, Y, Z  3개 있다고 가정하자. 

 

식 (5.10)의 mutual independence 는 log-linear model Z
k

Y
j

X
iijkm  )log(  

식 (5.12)은 log-linear model XZ
ik

Z
k

Y
j

X
iijkm  )log(  

식 (5.15)은 log-linear model YZ
jk

XZ
ik

Z
k

Y
j

X
iijkm  )log(  

 

4.2.4. Marginal vs. conditional Independence 

다음 자료는 변수 X(성별), Y(소득수준), Z(전공)의 연관성 분석을 위한 자료라 하자. 

 

전공이 주어진 경우 성별과 소득수준과의 연관성은 odds ratio 에 의해 계산되는데… 

Liberal art: 1
12.012.0

18.018.0





 , Science: 1

08.008.0

32.002.0





   서로 독립 (conditional) 

전공을 무시한 성별과 소득수준과의 연관성은 odds ratio에 의해 계산되는데… 

2
2.02.0

4.02.0





   독립이 아님 (marginal) 
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전공을 무시할 때 소득 수준의 high 의 odds ratio 의 경우 여학생보다 남학생이 2 배 높다. 

왜 이런 경우가? 해답은 성별과 전공, 소득 수준과 전공의 conditional adds ratio 는 6이다. 

소득이 주어진 경우 전공 과학의 전공 선택은 남자가 6 배 높고, 성별이 주어진 경우 소득 

수준이 높은 사람은 과학 전공자가 인문과학 전공자보다 6배 높다. 

만약 Y 가 (X, Z)와 joint 독립이라면  jkiijk  이다(conditionally independence). 만약 

양변을 k 에 대해 합하면   jiij  이므로 X, Y는 marginal 독립이다. 그러므로 Y가 

(X, Z)와 독립이라면 X, Y는 conditionally, marginally 독립이다. 

 

 

 

Three-factor interaction model 

YZ
jk

XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijkm  )log(  
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4.3. Log-linear models for 3 dimension 

XYZ
ijk

YZ
jk

XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijkm  )log(  

 

 

(X, Y, Z)  모두 독립 

(XY, Z)   Z 는 (X, Y)와 독립 

(XY, YZ)  Y가 주어진 경우 X와 Z가 독립 

(XY, YZ, XZ)  X, Y, Z의 어떤 쌍도 서로 조건적 독립이 아니고 3차 교차 항이 없다. 

(XYZ)  X, Y, Z 의 어떤 쌍도 서로 조건적 독립이 아니고 각 쌍의 odds ratio 가 다른 

변수에 따라 변한다. 
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Example 

This analysis reproduces the predicted cell frequencies for Bartlett's data using a log-linear 

model of no three-variable interaction (Bishop, Fienberg, and Holland 1975, p. 89). Cuttings of 

two different lengths ( Length=short or long) are planted at one of two time points (Time=now 

or spring), and their survival status ( Status=dead or alive) is recorded. 

 

 

 

 

3차 교차항만 유의하지 않으므로 모형은 다음과 같다. 

YZ
jk

XZ
ik

XY
ij

Z
k

Y
j

X
iijkm  )log(  
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Time과 Status 의 관계를 해석하기 위하여 잔차(O-E)를 정리하면… 

[Length=1] 

Status 

Time 
1 2 

1 -5.096 5.096 

2 5.096 -5.096 

시간이 1일 경우 Status 가 2, 시간이 2일 경우 Status 가 1일 가능성이 높다. 

[Length=2] 

Status 

Time 
1 2 

1 5.096 -5.096 

2 -5.096 5.096 

시간이 1일 경우 Status 가 1, 시간이 2일 경우 Status 가 2일 가능성이 높다. 

 

 


