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이론이나 경험에 의해 변수 간의 회귀모형을 설정하고 ii xy βα += (선형: linearity), 관측

치가 ),( ii yx , ni ,...,2,1=  얻어지면 이를 이용하여 회귀분석을 실시한다. 설정된 회귀모형에

는 오차항에 대한 3가지 가정 ),0(~ 2σiidNormalei 을 한다.  

(정규성 normality, 등분산성 homoscadicity, 독립성, independence) 

①관측치를 이용하여 OLS 추정치 βα ˆ,ˆ 을 구하고, 예측치(predicted) ii xy βα ˆˆˆ += , 잔차

(residual) iiii yyer ˆˆ −== , 그리고 MSE=2σ̂ 을 구한다. 

이때까지는 오차에 대한 가정이 필요없다. 

②분산분석 접근을 이용하여 0:0 =βH  검정할 때는 )2,1(~
)2/(

1/* −=
−

= nF
MSE
MSR

nSSE
SSRF  

이용한다. 단순회귀(설명변수가 하나)분석에서는 ②와 ③이 동일하다. 

③ β̂ 의 분포를 이용하여 0:0 =βH (설명 변수가 종속 변수에 영향을 미치지 않는다. 선형 

관계가 존재하지 않는다) 가설 검정을 )2(~
)ˆ(

)0(ˆ 0* −
=−

= nt
s

T
β

ββ  이용한다. 

2장에서 살펴본 것은 0:0 =βH 의 유의성을 검정하여 설명변수가 종속변수의 변동을 설

명하는 정도가 “유의하다”는 가설을 검정하였다. 이런 가설 검정은 오차의 3가지 가정과 

선형성 하에서 이루어졌다. 그러므로 이런 가정이 성립해야 회귀분석 결과가 타당한 것이

다. 이에 대한 분석을 잔차(residual)분석이라 한다. 

회귀 모형에서 종속변수는 오차항의 가정을 그대로 따르므로 종속변수에 대한 일변량 

분석(stem-leaf plot, box-whisker plot, Shapiro-Wilk W-통계량)을 다루는 책도 있으나 잔차분

석만으로 충분하므로 본 강의에서는 제외한다. 

 

3.1 잔차 

회귀 모형에서 오차항은 측정할 수 없으므로 오차항( )( iii YEYe −= )에 대한 추정치가 필

요한데 이를 잔차라 한다. 오차의 가정은 잔차에 의해 성립 여부가 판단된다. 잔차는 다음
과 같이 정의된다.  iiii yyer ˆˆ −==  

 

Chapter 3 잔차분석 
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참고 

SAS에서 스튜던트 잔차(Studentized residual)와 예측치( iŶ )의 산점도를 PROC REG에서 

그릴 수 있다. 
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3.4 가정 파괴와 해결책 

선형회귀 분석이란 선형모형을 설정하고 수집된 데이터를 이용하여 회귀계수를 추정하
고(OLS 방법) t-검정이나 분산 분석에 의해 설명변수의 유의성(단순회귀모형에서는 회귀계

수의 유의성과 동일)을 검정한다. 그리고 얻어진 적합(fitted) 회귀모형에 의해 주어진 설명

변수의 값에 대한 종속변수의 예측치를 얻는다.  

이런 과정에서 회귀모형은 선형이고 오차는 독립성(시계열 자료만), 등분산성, 정규성을 

가정한다. 이제 이런 가정을 진단하는 방법과 파괴되었을 때 해결책을 살펴보기로 하자. 

다음은 잔차와 예측치의 산점도를 그린 것이다. 

 

 

           

 

 

 

 

 

 

3.3.1 선형성(linearity) 

진단방법  ①(설명변수와 종속변수) 산점도  이차 함수 형태 

 ②잔차와 예측치 산점도  이차 함수 형태 

 

해결방법  ①설명 변수의 이차항이나 다차항을 삽입한다. 

산점도를 보면 종속변수와 설명변수의 직선(산형) 관계를 진단할 수 있다. 잔차와 예측

치의 산점도가 일정한 함수 형태를 가지면(일반적으로 이차 함수) 선형성이 무너지게 되는

데 이를 해결하려면 설명변수의 이차항을 설명변수로 추가한다. 이차항을 추가할 때는 설

명변수를 표준화 한 후 넣으면 다중공선성 문제가 완화된다. (다음 페이지 참고) 

무작위 패턴, 문제 없 설명변수 이차항 필요 

등분산 가정 무너짐 새로운 설명변수 필요 
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EXAMPLE 3-2 선형성 파괴: 이차 관계 

 

 

종속변수와 설명변수의 산점도를 보면 직선 관계라고 보기 어렵다. 이차 함수 관계에 가

깝다. 

 

그러나 설명변수 X 의 회귀계수 유의성 검정 결과는 매우 유의하므로 잔차 분석을 하지 

않는다면 설명변수와 종속변수 간에는 직선관계가 성립한다고 결론 내리게 된다. 

 

잔차와 예측치 산점도를 살펴보자. 무작위 패턴이 아니라 이차 함수 형태를 가지므로 설

명변수의 제곱 항이 필요하다. 이는 앞의 산점도에서도 예상되었던 일이다. 이처럼 종속변

수와 설명변수의 산점도는 회귀분석 결과를 미리 예상할 수 있게 하는 주요 도구이다. 
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▶  
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회귀 계수에 대한 t-검정 결과 설명 변수 2, XX  모두 유의하고 잔차 분석 결과 잔차가 

패턴을 갖지 않으므로 최종 회귀 모형은 20004.016.003.10ˆ XXY −+−= 이다. 회귀계수도 유의
하고 잔차에도 아무 문제가 없어 보인다. 그러나… 

설명변수의 일차항과 이차항을 회귀모형에 동시에 넣으면 다중공선성 문제가 발생한다

는 것이다. 다중공선성이란 설명변수들 간의 높은 상관 관계로 인하여 회귀계수 추정치의 

분산이 커져 추정치의 부호까지 바뀌는 심각한 문제를 의미한다. 설명변수를 표준화한 후 

넣으면 다중공선성 문제가 다소 해결할 수 있다. 

정말 다중공선성 문제가 발생하는지 알아보자. 다중공선성에 대한 자세한 다음에 다루기

로 하고 여기서 간단히 언급하겠다. VIF. Condition Index를 출력하기 위하여 VIF, COLLIN 

옵션을 사용하였다. 

 

VIF, condition Index가 10(일반적으로)이상이므로 2, XX 은 다중공선성 문제를 일으킨다.   

 

 

이제 설명변수 X 을 표준화 한 후 설명변수로 사용해 보자. STANDARD procedure는 평

균(M=0)과 표준편차(STD=1)에 의해 표준화하는 문장이다. 
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다중공선성 문제는 해결되고 회귀계수도 유의하였다. 여기에는 보여주지 않았지만 잔차

와 예측치의 산점도에도 아무 문제가 없었다. 최종 회귀모형은 다음과 같다. 

2** 97.013.255.5ˆ
iii XXY −+= , where 

XS
XXX −

=*   

 

 
HOMEWORK #4-2 DUE 3월 30일(수)

다음 자료에서 설명변수 X가 종속변수 Y에 선형적인 영향을 미치는지 분석하시오. 잔차 

분석결과 문제가 있으면 해결하고 최종 회귀 모형을 제시하시오. SPSS 사용 

 

 

3.3.2 등분산성(homoscedasticity) 

진단방법  ①잔차와 예측치 산점도, 나팔 모양 

해결방법  ①가중최소자승법, WLS(Weighted Least Square) 사용한다. 

  ②종속변수변환. 일반적으로 LOG 변환을 하는 것이 일반적이다. 

 

잔차와 예측치 산점도에서 나팔 모양이면 오차의 분산이 예측치가 커짐에 따라 커지거

나 작아지고 있음을 의미하므로 등분산 가정이 무너지게 된다. 이런 경우 가중최소자승 추

정치를 이용하거나 종속변수변환을 실시한다. 등분산의 경우 일반적으로 오차의 분산은 

iii weV /)( 22 σσ == 으로 가정되고 가중최소자승가중치로 2/1 ii yw = , 혹은 2/1 ii xw = 을 주로 

사용한다. 

 

WLS(Weighted Least Square) 

2
,

)(min ∑ −− iii xyw βα
βα

인 βα ˆ,) 을 WLS 추정치라 한다. 일반적으로 가중치 iw 는 2/1 iσ ( 2
iσ
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을 알고 있을 때, 그러나 실제 알지 못한다) 혹은 2/1 ix , 2ˆ/1 iy  등을 사용한다. 단순회귀의 

잔차분석은 잔차와 예측치 산점도에 주로 의존하므로 2ˆ/1 iy 을 주로 사용한다. 다중회귀에

서는 문제가 되는 설명변수를 이용한 가중치 2/1 ix 을 사용하기도 하지만 판단이 쉽지 않아 

다중회귀모형에서도 2ˆ/1 iy 을 사용한다.  

가중회귀 추정치를 구하는 문제는 다음과 같이 생각할 수 있다. 종속변수가 *
iy , 설명변

수가 ix/1 인 회귀모형의 OLS 구하는 문제와 동일하다.  

2
*

,

2

,

2

2,
)1(min)(min)(1min ∑∑∑ −−=−−=−− βαβαβα

βαβαβα i
i

ii

i
ii

i x
y

xx
y

xy
x

 

가중치를 2ˆ/1 iy  사용했을 때는 다음 정규방정식에 의해 추정치를 구할 수 있다. 이를 

가중회귀추정치이다. 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

=+

=+

iiiiiii

iiiii

yxwxwxw

ywxww
2βα

βα
 

 

 
EXAMPLE 3-3 이분산성 문제 

NFL 선수 연봉 관련 자료이다.[ NFL.xls] 연봉(salary), 포지션(position: 1=Offensive Back, 

2=Defensive Back, 3=Lineman, 4=kicker/punter), Draft 순위(draft), 경력(yrs_exp), 출장 회수

(played), 선발 출장 회수(started), 지역 인구(city_pop)를 조사하였다. Draft 순위가 연봉에 

미치는 영향을 보기 위하여 선형 회귀 분석을 실시하자. 

 

 
 

다음은 종속변수(salary)와 설명변수(draft)의 산점도이다. 여기서도 알 수 있듯이 설명변

수의 각 값에서 보면 종속변수의 변동이 다름을 알 수 있다. 산점도를 통하여서도 종속변

수의 변동이 다름을 알 수 있다. 아마 이분산(heteroscedasticity) 문제가 발생할 것이라는 

것을 예상할 수 있다. 그런데 문제가 심각해 보인다. 이분산 문제가 부채꼴의 형태가 아니

라는 것이다. 왜냐하면 가중자승추정은 부채꼴의 이분산만 해결할 수 있기 때문이다. 산점

도에 의하면 이상치도 존재하는 것 같다. 
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회귀 계수 검정에 의하면 추정된 회귀 모형은 적합하다.(유의확률<0.001) 문제가 없어 

보인다. 잔차분석 전까지는… 

 

 

불행히도 잔차와 예측치의 산점도는 나팔 모양을 갖는다. 이는 이분산 문제가 발생했음

을 말해준다. 이분산 문제로 인하여 네모 상자 부분의 관측치들이 이상치로 간주되고 있다. 

산점도를 보면 종속변수의 값이 커짐에 오차의 분산이 커지므로 이분산 문제를 해결하기 

위해서는 가중치로 2ˆ/1 iy 을 사용하면 된다. 
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다음 프로그램은 가중치를 2ˆ/1 iy  하여 WLS 추정치를 구한 프로그램이다. 

▶  ( ŷ  값 이용하여 가중치 계산) 

 

회귀계수 추정치가 OLS 추정치와 다르다. 회귀계수는 매우 유의하다. 그러나 잔차와 예

측치 산점도를 보면 여전히 이분산 문제가 있는 것으로 나타났다.(아래 산점도) 이는 종속

변수(연봉)와 설명변수(DRAFT)의 산점도에서 살펴 본 것 같이 나팔 모양이 아니라 양쪽이 

넓어짐을 알 수 있다.  

이로 인하여 iŷ/1 을 가중치로 이용한 WLS 추정방법은 문제 해결을 하지 못했다. 

 

 가중회귀분석 절차는  이다. 가중치

를 종속변수의 예측치로 사용하려면 우선 일반 회귀분석을 시행하여 종속변수의 예측치를 

변수로 저장하여 구한 후 에 종속 변수 예측치(변수명: )를 지정하면 된다. 
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HOMEWORK #4-3 DUE 3월 30일(수)

다음 자료는 나이가 혈압에 영향을 미치는지 알아보고자 조사한 자료이다. 잔차 분석 결

과 문제가 있으면 해결하고 최종 회귀 모형을 제시하시오. SAS 이용하기 

 

 

3.3.3 변수변환 

회귀분석에서 변수변환(variable transformation)은 오차의 비정규성 문제, 종속 변수와 설

명 변수간의 비선형 함수 관계 해결에 이용된다. 변수변환은 종속변수나 설명변수 모두 가

능하나 일반적으로 종속변수에 하는 것이 적절하다. 왜냐하면 회귀계수의 의미는 설명변수 

한 단위의 증가에 따른 종속변수 변화 량이므로 해석의 편리성 때문이다.  

변수변환 방법 설정은 원 변수의 산점도나 잔차와 예측치의 산점도에 의해 결정한다. 다

음은 잔차와 예측치 산점도의 형태에 따른 적절한 종속 변수변환 방법을 보여준다. 

 

 

 

yy =*    yy /1* =       )ln(* yy =  

 
EXAMPLE 3-4 변수 변환 

NFL 선수 연봉 자료에서 Draft 순위가 연봉에 미치는 영향을 보기 위하여 선형 회귀 분석

을 실시하였더니 이분산 문제가 발생하였다. 그러나 WLS 추정 방법에 의해 이분산 문제

를 해결하지 못하였다. 변수변환에 의해 이분산 문제를 해결해 보자. 
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종속변수를 로그 변환한 후 회귀분석을 실시해 보자.   

 

회귀계수도 유의하고 잔차와 예측치 산점도에도 이상치만 몇 개 나올 뿐 이분산 문제는 

해결되었다. 이처럼 로그 변환은 많은 문제의 해결책으로 빈번히 등장한다. 

 

 

회귀계수 0:0 =βH  가설 검정 결과 귀무가설이 기각되고, 잔차 분석 결과 문제(Random 

pattern)가 없으므로 최종 회귀모형을 얻을 수 있다. 아직 이상치는 제외하지 않았지만… 

설명변수 Draft 순위는 선수 연봉에 영향을 미치되 음의 영향(추정 회귀 계수 β̂  부호 -)을 

미친다. 즉, draft 순위가 늦을수록 연봉은 높아진다. 추정된 최종 회귀 모형은 다음과 같다.  

draftarylsa *0705.099.12)ˆln( −=  

설명변수 유의 

무작위로 보이므로 

이분산 문제 해결 
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Draft 순위가 3위인 경우 연봉은 얼마인가? 354,512.9(= 7785.12e )($)이다.  

다중회귀모형에서는 종속 변수와 설명 변수의 산점도를 보고 선형 관계가 아닌 설명변

수가 존재하면 설명변수에 대한 변수변환을 실시한다. 일반적으로 변수변환은 종속변수와 

설명변수 어느 것이나 가능하나 다중 회귀의 경우에는 설명변수를 단순회귀에서는 종속변

수를 변환하는 것이 일반적이다. 

 

 

 

 

 

 

yy log* = , yy /1* −=  

2* xx = , 3* xx =  

2* yy = , 3* yy =  

xx log* = , xx /1* −=  

yy log* = , yy /1* =  

xx log* = , xx /1* −=

2* yy = , 3* yy =  

2* xx = , 3* xx =  

 

 

 
EXAMPLE 3-5 변수 변환(2) 

다음 자료에 대한 회귀분석을 실시해 보자. 

    

 

종속변수와 설명변수의 산점도를 보면 종속변수와 설명변수의 관계는 직선으로 생각하

기에는 어렵다. 이 산점도는 페이지 70의 변수변환 보기 그림의 첫 번째와 비슷하므로 종

속변수 yy log* = 이나 설명변수의 2* xx =  변환이 적절하다. 
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잔차와 예측치의 산점도는 마치 설명변수 이차항을 삽입해야 하는 형태이다. 페이지 70

을 보라. 위 형태의 산점도를 보이면 이 문제를 해결하기 위하여 설명변수를 변환하는 경

우 제곱 변환을 해야 한다고 설명하였다. 앞에서 언급하였듯이 종속변수 변환이 해석 용이, 

일반적인 방법이므로 종속변수 변환을 사용하여 문제를 해결하였다. 

 

직선 관계가 적절하지 않아도 선형회귀모형을 추정하면 유의하다. (기울기 회귀계수의 

유의확률=0.0001) 그러므로 F-검정이나 t-검정에만 의존하여 모형의 유의성(회귀계수의 유

의성, 설명변수의 유의성)을 검정하면 문제가 발생한다.  

 

잔차와 예측치 산점도의 경우를 보면 설명변수의 이차항이 빠진 것으로 판단된다. 그러

므로 설명변수의 이차항을 넣는 것도 고려할 수 있다. 그러나 이차항을 넣으면 설명변수 

일차항과 다중공선성 문제가 발생하므로 사용하지 않는 것이 좋다.  (3.3.1절 끝부분) 종속
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변수변환 후 yy log* =  회귀분석을 실시하자. 

 

 

 

Log(y)와 X의 산점도는 직선 형태를 보이고, 잔차와 예측치의 산점도 문제가 없어 보이므
로 추정 회귀 모형은 적합하다. 설명변수 X 가 한 단위 증가하면 종속변수 )ln(Y 는 0.46 

증가한다. 그러므로 Y 는 584.146.0 =e  증가한다. 
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최종회귀모형: 
0.0001)(p                              

*4596.018.0)(
<

+= XyLn
 

 

 우선 변수변환을 실시한다.  

 

 

데이터에 “로그Y” 변수가 계산된다. 이제 종속변수를 “로그Y”, 설명변수를 C로 하여 회

귀분석을 실시하면 된다. 

 

 
HOMEWORK #5-1 DUE 4월 6일(수)

HOMEWORK#4-2 문제를 변수변환 방법으로 해결하고 최종회귀모형을 구하고 해석하시

오. SPSS 사용 
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참고 

(1) 에서 변수 표준화 하기. 

 

 

을 누르면 데이터 마지막 열에 표준화 변수가 만들어진다. 

 

(2) 에서 잔차의 정규성 검정하기. 

회귀분석을 실시하고 잔차를 변수로 저장한다. 
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데이터 마지막 열에 잔차가 만들어진다. 

 

 

다음 방법을 이용하여 잔차의 정규성을 검정하면 된다. 

 

 

종속변수에는 잔차를 설정하고 “도표” 옵션을 아래와 같이 설정한다. 

 

 

K-S나 S-W 검정통계량 모두 유의확률이 0.05보다 크므로 귀무가설(정규분포를 따른다)

은 채택되어 정규성을 만족한다고 할 수 있다. 

 정규성 검정 

 

  

Kolmogorov-Smirnov(a) Shapiro-Wilk 

통계량 자유도 유의확률 통계량 자유도 유의확률

Unstandardized Residual .172 10 .200(*) .915 10 .318
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3.1.1 잔차의 성질 

잔차의 평균은 0이고 분산은 MSE ( MSE
n

yy
n

r
n

rr
rV iiii
i =

−
∑ −

=
−

∑
=

−
∑ −

2
)ˆ(

2
)(

2
)(

)(
222

)이다. 실

제 잔차들은 서로 독립은 아니다. 왜냐하면 잔차를 구하기 위해서는 βα ˆ,ˆ 가 추정되는데 
이 추정치에는 각 관측치 ),( ii yx 의 정보가 모두 있기 때문이다. 그러나 우리가 앞에서 증

명하였듯이 ∑ = 0iirx , ∑ = 0ˆ iiry 이 성립하고 모수( βα , )의 개수에 비해 관측치의 개수( n )

가 상대적으로 크면 잔차의 비독립성 효과는 줄어든다. 실제 횡단면 자료(시계열 자료가 

아님)에 대한 회귀 분석에서는 오차(잔차)의 독립성 검정을 실시하지 않는다. 시계열 자료

에서 오차의 독립성은 Durbin-Watson (DW) 통계량을 이용한다. 

 

3.1.2 잔차분석 정의 

잔차분석이란 오차의 추정치인 잔차를 이용하여 다음 정보를 얻어내는 과정을 의미한다. 

(1)설명변수와 종속변수의 함수 관계는 선형인가? 

(2)오차의 분산은 설명 변수의 값에 따른 변화는 없는가? (등분산성) 

(3)오차항은 서로 독립인가? (독립성) 

(4)이상치나 영향치가 존재하는가? 

(5)오차항은 정규분포를 따르는가? (정규성) 

(6)고려된 설명 변수 이외 다른 주요한 설명 변수가 존재하지는 않는가? 

 

3.2 잔차의 종류 

3.2.1 표준화 잔차 

잔차의 표준화 값을 표준화 잔차(standardized residual)이라 하고 다음과 같이 정의한다. 

MSE
rr

z i −=  

위 식에서 알 수 있듯이 표준화 잔차는 추정 회귀식으로부터 관측치가 얼마나 떨어져 

있나를 나타내는 것으로 2± 보다 크면 이상치(혹은 영향치)일 가능성이 높다. 잔차를 이용

한 통계량은 표준화 잔차 이외에도 많이 존재하는데 이는 나중에 다루기로 한다. 
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3.2.2 스튜던트 잔차 (Studentized Residual) 

ii

ii
i

hMSE
yy

r
−

−
=

1/

ˆ
, iiii xXXxh 1' )( −′=  

잔차를 t-분포를 따르는 통계량으로 만든 것으로 2± 이면 이상치(혹은 영향치)로 판단하

게 된다.   

 

3.2.3 스튜던트 제외 잔차 

자신의 관측치를 제외하고 회귀모형을 추정한 후 얻어진 잔차로 다음과 같이 정의한다.  

iii

ii
i

hMSE

yy
r

−

−
=

1/

ˆ

)(

)(
)( , iiii xXXxh 1' )( −′=  

 

)(ˆ iy 는 i-번째 관측치를 제외하고 얻은 추정 회귀모형으로부터 구한 예측치, )(iMSE 는 

평균오차변동이다. 스튜던트화 제외 잔차가 2± 는 이 관측치는 이상치(혹은 영향치)로 판단

하게 된다. 

그럼 스튜던트 잔차와 스튜던트 제외 잔차 중 어는 것을 이용하여 이상치나 영향치를 

판단하는가? 스튜던트 제외 잔차를 이용하는 것이 이상치를 더욱 많이 발견하게 되므로 

일반적으로 스튜던트화 잔차를 이용한다. 

 

3.3 잔차 진단 

3.3.1 그래프 

잔차분석의 6가지 이탈성에 대한 진단을 위하여 다음 그래프를 그릴 수 있다. 각각이 대

응되는 것은 아님을 주의하기 바란다. 

①잔차(Y-축)와 설명변수 산점도 Scatter plot of residual against independent variable: 설

명변수와 잔차의 산점도는 함수 형태를 가져서는 안된다. 왜냐하면 오차와 설명변수가 

종속변수를 설명하지 못하는 부분에 해당되기 때문이다. 단순회귀에서는 설명변수가 

하나이므로 설명변수와 종속변수가 동일하므로(동일한 형태) 단순회귀에서는 이 산점

도를 사용하지 않는다.  

다중회귀에서는 오차의 등분산성 진단을 위하여 가끔 사용하기도 하지만 유효성이 의심

되어 이 산점도는 다중회귀 잔차분석에서도 거의 사용하지 않는다. 
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②잔차와 종속변수 추정치 산점도: 잔차를 Y축, 종속변수의 예측치를 X-축으로 하여 산

점도를 그린다.  잔차는 추정된 회귀 모형이 종속 변수의 변동을 설명하지 못하는 부

분에 해당하므로 산점도에 일정한 패턴이 있으면 안되고 평균 0을 중심으로 무작위

(random) 하게 흩어져 있어야 한다. 그리고 잔차가 크다는 것은 그 관측치가 이상치 

가능성 있다. 또한 이 산점도에 의해 등분산성, 선형성도 진단한다. 

③잔차와 시간(time)의 시간도표(time plot): 시계열 데이터에만 국한된다. 

④변수(관측치를 나누는 분류 변수) 수준별 잔차 그래프: 관측치를 분류할만한 변수가 

있을 때에만(예: 성별) 가능하다. 즉 설명변수 이외에 분류형 변수(이를 지시변수라 한

다. 다음에 다루기로 한다)가 있을 때만 그린다. 

⑤잔차에 대한 일변량 분석: Stem and Leaf plot과 Shapiro-Wilks W-통계량(정규성), Box-

Whisker plot(정규성, 이상치 혹은 영향치) 이상치나 영향치는 ②의 그래프에서 진단되

므로 정규성만 검정하면 된다. 그러나 일반적으로 앞에서 언급하였듯이 회귀모형에서 

비정규성은 큰 문제는 아니다.  

 

그러므로 실제 잔차분석은 ②의 그래프만 이용하여 실시한다. 

 

 

 

           

 

 

 

무작위 패턴, 문제 없 설명변수 이차항 필요 

등분산 가정 무너짐 새로운 설명변수 필요 
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3.3.2 통계소프트웨어 이용하기 

 
EXAMPLE 3-1 잔차분석  

AD.xls (엑셀 데이터) 

잔차분석을 위한 ⑴잔차와 종속변수 추정치 산점도 ⑵잔차의 정규성 검정을 실시하시오. 

원 데이터 20개 모두 사용하여 회귀계수를 추정하고 이상치로 판단되면 제외하고 회귀모

형을 다시 추정하여 추정하시오. 

 

 

 

MODEL 문장의 옵션 중 P, R을 사용하면 회귀계수 추정 결과와 함께 예측치, 잔차(스튜

던트 잔차도 출력)가 출력된다. 이것을 이용하며 어느 관측치의 스튜던트 잔차가 2 이상인

지 발견할 수 있다. 

 

OUTPUT 문장은 분석 결과를 SAS 데이터로 만드는데 사용된다. “OUT=”에는 만들어지

는 SAS 데이터 이름을 지정한다. “PREDICTED=” (혹은 “P=”)는 종속변수 예측치의 변수이

름 지정, “RESIDUAL=” (혹은 “R=”) 잔차, “STUDENT=”는 스튜던트 잔차 변수 이름을 지정

하게 된다. 스튜던트 제외 잔차는 “RSTUDENT=” 사용한다. 
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만들어진 데이터 안에 어떤 변수와 관측치가 있는지 출력해 보자. 이 과정은 필요 없다. 

단지 확인 상 보는 것이다. 

 

 

 

스튜던트 잔차와 종속변수의 예측치의 산점도를 그려보자. VREF 옵션은 수평 참조선을 

긋는 옵션이다. 스튜던트 잔차가 2± 을 넘는 관측치가 2개이므로 이를 제외하자. 제외하고 

회귀분석 다시 실시하려면 OUPUT 문장에 의해 저장하여 PROC PRINT 사용하는 것보다

는 MODEL에서 옵션 사용하여 회귀계수 추정 결과와 함께 출력하는 것이 편리하다. 산점

도에는 특별한 형태가 없으므로(무작위) 이상치 문제만 해결하면 된다.   

 

페이지 53, MODEL 문장의 R 옵션에 의해 출력된 결과를 보면 관측치1, 9는 이상치에 

해당된다. PLOT 문장에 의해 그려진 산점도를 보자. 

 

잔차의 형태는 무작위로 보인다. 

이상치가 +2보다 큰 것 하나, -2보다 작은 

것 하나, 두 개의 이상치가 존재한다. 

이 산점도는 이상치 판단의 통계량을 나타

낸 것이므로 참조선을 벗어난 관측치는 이

상치로 판단하면 된다.  
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스튜던트 잔차에 의해 원의 두 관측치가 이상치로 밝혀졌다. 이를 제외하고 다시 회귀계

수를 추정해 보자. REWEIGHT 문장은 관측치를 제외하고 분석하라는 의미이다. 

 

 

산점도를 보면 다시 2개(관측치 5, 19)가 이상치이다. 이를 제외하고 다시 회귀분석 하면 

1개 관측기치 이상치(관측치 7), 이를 제외하고 재분석 하면 관측치11가 이상치이다. 이제 

더 이상 이상치는 없다. 

 

이상치가 존재하지 않는 것이 확인되면 오차의 정규성을 잔차에 대한 UNIVARIATE 분

석을 통하여 이용하여 검정한다. Shapiro-Wilk 정규성 검정통계량의 유의확률을 보면 0.17

이므로 귀무가설이 채택되어 정규분포를 따른다고 할 수 있다. 정규성 검정 통과 
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20개 관측치 중 6개가 이상치로 제외되었으므로 14개의 관측치만 이용하여 최종 회귀모

형을 얻었다. 20개 모두 사용하여 얻은 추정 기울기가 0.86이었는데, 이상치를 제외한 후 

추정된 회귀모형은 기울기는 0.47로 변했음을 알 수 있다. 광고비를 1단위 증가시키면 평

가도는 0.47만큼 증가한다. 

최종 회귀모형: 
)0015.0,97.3(                   

*47.034.12
==

+=
pt
광고비평가

(페이지 44와 비교) 

 

 

  ▶  메뉴를 선택하고 나타난 “선형 회

귀분석” 창에서 종속변수와 독립변수를 선택한다. 
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옵션에서는 잔차와 예측치를 변수로 저장하고 에서는 산점도를 그린다. 

X-축의 변수로는 예측치를 사용하나 SPSS에서는 표준화된 종속변수 예측치만 있어 이것

을 대신 사용하였다. 상관 없다. 
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산점도가 특별한 형태를 띄지 않으므로 이상치 문제만 해결하면 된다. 스튜던트 잔차의 

절대값이 2± 이상인 관측치가 이상치로 판단하므로 이를 제외하자. ABS는 절대값을 구하

는 함수이다. 

  

 

관측치 1, 9는 이제부터 제외된다. 다시 회귀모형을 추정하면 SAS 결과에서 본 것처럼 

(5, 19), 7, 11이 차례로 제외된다. 최종 결과는 SAS와 동일하다. 

 

 

 
HOMEWORK #4-1 DUE 3월 30일(수)

CANCER.txt (텍스트 데이터)  

연 평균 온도(F: Fahrenheit, 설명변수)가 여성 종양 사망지수(mortality index)에 영향을 미

치는지 알아보기 위하여 유럽 몇 지역을 대상으로 조사한 자료이다. SPSS 이용하기 

HOMEWORK#3 산점도만 보고 관측치 하나만 제외했는데 여기서는 스튜던트 잔차를 이

용하여 이상치를 판단하고 결과를 비교하시오. 
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3.3.4 정규성 검정 

진단방법  ①오차의 추정치 잔차의 정규성 검정 실시: 그래프 stem and leaf, Q-Q plot

등을 을 이용하기도 하지만 S-W통계량이나 K-S통계량을 이용한다. 

 ②잔차와 예측치 산점도, 이차 함수 형태 

 

해결방법  ①종속변수변환, )(yLn  변환이나 2y  변환이 가장 일반적이다. 

 

앞에서 언급하였듯이 정규성 파괴는 그렇게 큰 문제가 아니다. 데이터 크기가 20개 이

상이면 정규성 검정은 생략해도 문제가 되지 않는다. 

 
EXAMPLE 3-6 정규성 검정 

3.3.3절 예제 데이터의 경우 종속변수를 LOG 변환하여 )ln(y 와 설명변수( X )의 선형회귀

모형을 적합을 시켜 유의함을 알았다. 잔차의 정규성을 검정해 보자. 

 

 
 

아래 출력 결과를 보면 유의확률이 0.31이므로 잔차는 정규분포를 따른다는 가정을 기

각하지 못한다.(오차에 대한 정규성 검정 만족) 줄기-잎 그림이나 나무-상자 그림(이상치, 

치우침)은 참고 그래프로 이용할 수 있으나 최종 판단은 S-W 검정통계량을 이용한다. 
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HOMEWORK #5-2 DUE 4월 6일(수)

HOMEWORK#4-1, #4-2에서 정규성 검정을 실시하고 문제가 있으면 해결하시오. 

 

3.3.5 영향치나 이상치 존재 여부 

진단방법  ①표준화 잔차(잔차를 표준오차 MSE 로 나눈 값)와 예측치의 산점도 

 

해결방법  ①영향치(influential obs.) 는 영향치를 포함하고 회귀모형을 추정하고 제외

하고 추정하여 모두 제시한다. 

 ②이상치(outlier)는 제외하고 모형을 추정한다. 

 

 

 

 

 

영향치나 이상치는 모두 다른 관측치에 비해 오차(잔차)가 큰 관측치라는 점에서 공통점

이 있으나 이상치(빨강 관측치)는 비교할 대상이(설명 변수 관계 속에서) 있어 그 값들에 

비해 값이 매우 크거나 작아 회귀 계수 추정 값을 변화시킨다. 한편 영향치(파랑 관측치)

는 회귀 계수 추정 값을 변화시키지만 비교 대상이 되는 관측치가 없으므로 이상치인지 

판단할 수 없는 경우에 해당된다. 영향치가 존재하는 경우에는 (1)영향치를 제외하고 회귀 

모형을 추정하고 (2)포함하여 회귀 모형을 추정한 두 가지 모두를 제시하는 것이 옳다. 

이상치도 정보를 가진 관측치이다. 회귀모형 적합을 위해서는 제외하지만 왜 이 관측치

가 다른 관측치에 비해(설명변수 기준) 종속변수의 값이 크거나 작은지 파악하여 정보를 

얻고 이를 연구 결과나 의사결정에 반영할 필요가 있다. 

 

 
EXAMPLE 3-7 이상치 문제 해결 

NFL 데이터의 경우 종속변수를 LOG 변환하여 )ln(y 와 설명변수( X )의 선형회귀모형을 

적합을 시켰고 유의함을 알았다. 또한 잔차 분석 결과 모든 것이 유의하였다. 이제 영향

치나 이상치가 있으면 이를 제외하고 최종 회귀 모형을 얻어 보자. 
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종속변수 SALARY를 로그변환 하자. 

 

LOG(salary)를 종속변수, draft를 설명변수로 하여 회귀모형을 적합을 하자. 표준화 잔차

를 볼 수 있는 방법은 MODEL에서 R을 사용하거나 표준화 잔차와 예측치 산점도를 이용

하면 된다. 참조선을 2± 로 하여 그릴 수 있다. 

 

 

 

 

이상치가 3개 나타났다.  

STUDENT Res.에서 절대값이 2

이상인 관측치를 찾으면 12, 44, 

162번째 관측치다. 
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REWEIGHT 문을 사용하면 그 관측치들은 제외하고 회귀모형을 추정한다. 

 

분산분석을 보면 총변동의 자유도는 192(총 관측치 수는 193)로 이전 페이지보다 3개 

줄었다. 이는 관측치 3개가 제외되었기 때문이다. 

 
이상치를 제외하고 표준화 잔차를 재계산 하면 다시 이상치가 생길 가능성이 있다. (아

래 산점도에서 타원 부분) 이상치가 없을 때까지 위의 방법으로 계속 이상치를 제거하면 
된다. 이상치 제거가 계속되면 어디에서 멈출까? 기준을 높여 5.2± 수준으로 결정하시오. 

 
 

3.3.6 설명변수 누락 

고려된 설명 변수 이외에 종속 변수에 영향을 미치는 설명 변수가 존재한다면 잔차와 

추정치 산점도는 오른쪽과 같다. 이런 경우 이론이나 경험을 바탕으로 새로운 변수를 회귀 

모형에 고려해야만 한다. 
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3.4 회귀 분석 절차 

3.4.1 단순회귀분석 절차 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1)회귀 모형 설정 이론이나 경험을 근거하여 인과 관계 설정 

iii exy ++= βα , ),0(~ 2σNormalei  

(2)산점도 그리기 

(3)OLS 추정치 구하기 

(4) 0:0 =βH 가설 검정  

종속 변수, 설명 변수 데이터 ),( ii yx  수집하면 두 

변수 함수 관계를 보기 위한 산점도 그린다. (1)선

형 관계가 존재 여부=>변수변환 (2)이분산 진단 

(3)이상치, 영향치 존재 감지 

2
,

)(min ii xy βα
βα

−−  만족하는 βα ˆ,ˆ  구하기 

가설검정 

▪회귀계수 유의성 t-검정: )2(~
)ˆ(

)0(ˆ 0 −
=− nt

s β
ββ  

▪분산분석 접근 방법: )2,1(~* −= nF
MSE
MSRF  

선

형 

기

각 
채택 (1) 

모형 재설정 

비선형 (1) 

모형 재설정 
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(10)최종 회귀 모형 

(1)추정 회귀식 제시(유의확률과 함께) 
...)(p             

ˆˆˆ
=

+= xy βα , 결정계수 2R   

(2)선형 회귀 모형에서 기울기 β̂에 대한 해석  

(3)관심 있는 설명변수 값에 대한 종속변수 예측치와 신뢰구간 

도구: 잔차와 예측치( Ŷ ) 산점도 
진단: 포물선이나 3차식 형태 

해결책: 설명변수 이차항(X2)이나 삼차항(X3)  

도구: 잔차와 예측치( Ŷ ) 산점도 
진단: 나팔 모양 

해결책: WLS( 22 ˆ/1,/1 ii yx ) 혹은 종속변수 변환 

도구: 표준화 잔차와 예측치 산점도 

진단: 2± 넘는 관측치, 이상치나 영향치 구별

해결책: 이상치 제거, 영향치 진단 

도구: 잔차에 대한 일변량 분석 

진단: 줄기-잎 그림, Shapiro-Wilk W-통계량 

해결책: 적절한 종속변수 변환 

(5)선형성 진단 

 (6)등분산성 검정 

 (9)정규성 검정 

 (8)이상치 진단 

 (7)주요 변수 존재 도구: 잔차와 예측치( Ŷ ) 산점도 
진단: 직선 경향 

해결책: 새로운 설명변수 고려해야 한다. 

Go to (3) 

Go to (1) 

Go to (3) 
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3.4.2 CANCER 데이터 회귀 분석하기 

 
EXAMPLE 3-8 회귀분석 하기 

연 평균 온도가 암 사망지수에 영향을 미치는지 알아보자. CANCER.txt 

 

순서(1)-(2) 종속변수와 설명변수 산점도 

위의 산점도를 살펴본 결과 (1)선형 관계는 존재하는 것 같다. 만약 산점도의 형태가 변수

변환이 필요하다고 판단되면 (종속)변수 변환 후 회귀분석을 실시하면 된다. 변수변환을 

해야 하는지 여부는 잔차 분석에서도 판단되지만 산점도에 의해 변수변환이 필요하다고 

판단되면 변환을 하는 것이 좋다. (2)이분산 문제는 없어 보인다. (3)영향치는 없으나 이상

치가 존재하는 것 같다.  

 

 

 

순서(3)-(4) 회귀계수 유의성 검정 

회귀계수 유의성( 0:,0:0 ≠= ββ aHH ) 검정이나 설명변수의 유의성(설명변수가 종속변

수를 선형적으로 설명한다) 검정은 동일하다. 선형 회귀의 경우 설명변수의 유의성 검정을 

위한 t-검정이나 분산분석적 유의성 검정F-검정은 동일하다. 

귀무가설 0:0 =βH 에 대한 가설 검정 결과 p-값이 0.05보다 작으므로 통계적으로 유의

하다. 즉 온도는 사망 지수에 양의 영향을 미치고 1도 올라가면 사망 지수가 0.325 높아진

다. 잔차 분석 실시하기 전에 잠정적으로 다음 회귀 모형은 적절하다고 할 수 있다. 

)0001.0,76.6(    )001.0,32.4            
*32.0                        58.17

<===
+=

ptp(t
TempIndex

 

(1)선형 관계 

(2)등분산 가정 만족 

(3)이상치 존재 
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만약 회귀계수가 유의하지 않으면 다음 순서로 갈 필요는 없다. 아직 추정 회귀모형을 

발표하기에는 이르다. 모형에 대한 가정 진단 및 이상치 발견을 위한 잔차 분석 과정이 남

아 있기 때문이다. 

 

순서(5)-(7) 잔차분석 

 

선형성, 등분산성이 무너질만한 특별한 패턴이 존재하지 않고, 변수변환이 필요한 것 같

지도 않다. 회귀모형의 선형성과 오차의 등분산 가정이 성립한다. 
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순서(8) 이상치 진단 

이상치 존재여부는 스튜던트 잔차가 2±  이상인지에 대한 판단으로 결정한다. 다음 프

로그램을 실행하자. P는 종속변수 예측치 R은 잔차, 표준화 잔차, 스튜던트 잔차 등을 출

력 창에 출력하라는 명령이고 VREF, HREF 옵션은 산점도에 참조선을 긋는 옵션이다. 

 

 

 

위의 산점도를 보면 이상치가 하나 존재한다. 출력 창의 잔차 출력 결과를 보면 15번째 

관측치가 이상치이다. 이는 순서(2) 산점도(종속변수와 설명변수)에 의해서도 이미 예상된 

결과이다. 이상치인지 영향치인지 여부는 종속변수와 설명변수의 산점도에 의해 결정된다.  
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다음은 관측치 15번째를 제외하고 회귀분석을 실시한 결과이다. 스튜던트 잔차가 2±  

이상인 관측치는 더 이상 존재하지 않는다. 이상치는 없다고 할 수 있다. 

 

 

 

순서(9) 정규성 검정 

오차의 정규성을 검정하기 위하여 OUTPUT 옵션에 의해 스튜던트 잔차를 SRES 변수명

으로, 잔차는 RES 변수명으로 SAS 데이터 OUT1에 저장하였다. 일반적으로 잔차를 이용

하여 오차의 정규성을 검정하지만 SAS의 경우 REWEIGHT에 의해 이상치를 제외한 경우 

제외된 이상치라도 출력 결과 창에는 결측치로 나오나 OUT1에는 잔차가 계산되어 저장되

어 있다. 그러므로 스튜던트 잔차로 해야 된다. (차이는 무시할 만 하다) 물론 SPSS에서는 

“표준화 하지 않은” 잔차를 이용하면 된다. 
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잔차에 대한 정규성 검정을 위하여 NORMAL(통계량 출력), PLOT(줄기-잎 그림, 상자 수

염 그림)을 그리게 했다. 

 

시각적 도움은 얻을 수 있으나 줄기-잎 그림이나 상자-수염 그림에 의해서는 정규 분포

를 따르는지(아니 적어도 좌우 대칭이 되는지) 알 수 없을 뿐 아니라 정규분포를 따르는지

에 대한 유의성을 판단할 수 없다. 유의확률이 0.05보다 크므로 귀무가설(정규분포를 따른

다)이 채택되어 정규성 가정은 만족함을 알 수 있다. S-W W-검정통계량과 K-S D-검정통계

량(Goodness of fits 검정) 중 어는 것을 사용할 것인가? 일반적으로 W-검정통계량을 사용

한다. 

 

 

순서(10) 
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관측치 개수는 16개였으나 1개가 이상치로 판단되어 15개 데이터만 이용하여 회귀분석

을 실시하여 다음 결과를 얻었다. 평균 온도는 암 사망 지수에 양의 영향을 미치고 온도가 

1도 올라가면 사망지수가 0.283만큼 높아진다. 

)0001.0,7.8(                
*283.0 55.21

<=
+=

pt
TempIndex

, 85.02 =R   

만약 온도가 90도인 국가의 암 사망지수를 예측하고 95%신뢰구간을 구하려면 다음과 

같이 하면 된다. P는 예측치, CLM은 평균에 대한 신뢰구간을 출력하라는 명령이다. 

 

 

 
 

 

 

 
HOMEWORK #5-3 DUE 4월 6일(수)

3.4.2절 CANCER 데이터 회귀분석 작업을 SPSS로 시행하시오.  

 

데이터 마지막 라인에 예측을 원하는 설명변수 

값을 지정하고 종속변수는 결측치를 의미하는 .

을 찍는다. 

그러면 이 관측치는 회귀모형 추정에 사용되지

는 않고 예측 결과만 출력된다. 

위의 회귀모형에서 TEMP에 90을 넣으면 47.3

이 나오는데 이는 아래 결과와 일치한다. 


