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개요
순서통계량

중앙값 1 모집단 - Sign Test, Wilcoxon Ranks Sum Test
Run 검정 : Randomness 검정, Trend 검정


독립인 두 모집단 평균 차이 - Median 검정, Mann-Whitney
산포 차이 검정 -	Ansari –Bradley

짝이룬 t-검정 - McNemar 검정 포함

독립성/동질성 검정 - 카이제곱 검정 (범주형 교차표)

비모수 분산분석 -  Median 검정, Kruskal-Wallis 검정
비모수 다중비교 (JONCKHEERE-TERPSTRA test)  

적합도 검정 : Goodness of Fits 검정
				Kolmogorov-Smirov 검정

상관계수 Spearman 순위 상관 계수,  Kendall's Tau  
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1. Introduction 

비모수 방법은 모수에 (parameter) 대한 어떠한 가정(assumption) 없이 통계 가설 검정하

는 것이다. 모수에 대한 가정이란 일반적으로 모집단 분포에 대한 가정을 의미한다. 가설 

검정을 위해 계산되는 통계량은 순서(rank) 통계량이고, 가장 많이 사용되는 통계량은 중

앙값(median)이다. 비모수의 경우 통계량에 대한 분포가 따로 주어지거나 p-value 개념을 

사용한다. 다음 용어들은 비모수와 같은 개념으로 사용된다.  

distribution free, assumption free, statistical inference based on ranks 

 

1.1. Nonparametric? 

John Arbuthnot에(1710) 의해 처음 소개된 후 1942년에 Wolfowitz가 비모수라는 용어를 

사용할 때까지 큰 발전이 없었으나 그 후 물리학, 생화학, 사회 과학 분야에서 널리 사용

되기 시작했다. 비모수 방법은 모수에 대한 가정이 성립하지 않거나 표본이 적은 경우 주

로 사용되는 방법이다. 

1.1.1. advantage (장점) 

§ 모집단 분포에 대한 가정에 불필요하여 잘못된 결론을 내릴 가능성이 적다. 

§ 계산이 용이하고 사용 시 수리적, 통계적 배경이 많이 필요하지 않다. 

§ 통계량이 순서(rank)에 의해 계산되므로 측정 도구의 정확성이 요구되지 않는다. 

§ 표본을 많이 추출할 수 없는 경우 사용 가능하다. 

1.1.2. disadvantage (단점) 

§ 모수적 방법에 비해 얻는 정보가 제한적이고 결과 해석이 어렵다. 그러므로 모수적 

방법도 사용 가능하다면 모수적 방법을 사용하는 것을 권한다. 

 

1.2. statistical terms 

1.2.1 descriptive and inferential (기술 통계학과 추론 통계학) 

자료부터 정보를 얻는 과정에 관한 학문이 통계학은 자료 수집 방법, 수집된 자료를 그래

프나 숫자로 요약 정리하는 기술(descriptive) 통계학과  자료에서 계산된 통계량(statistic)

을 이용하여 모수(parameter)를 추정하거나 검정하는 추론(inferential) 통계학으로 나뉜다. 

비모수 방법은 추론 통계의 한 분야이다. 

1.2.2. population and sample (모집단과 표본) 

자료 분석에서 관심의 대상이 되는 사람이나 개체들 전체를 모집단(population)이라 하고 

분석을 위하여 추출한 일부를 표본(sample)이라 한다. 우리나라 대학생들의 신체적 특성

에 관심이 있는 경우 모집단은 우리나라 대학생이 된다. 물론 모집단의 구성원은 명확히 

정의되어야 한다. 예를 들면, 2000년 1학기 등록 학생 등…  



 
 Chapter 1. Introduction 

 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  2 

 
 

70 

모집단 전체를 조사하는 것이 때로 시간, 비용면에서 비효율적이거나 불가능한 경우 적절

한 표본 추출 방법을 이용하여 모집단 구성원의 일부만을 추출하여 분석한다. 이 모집단 

일부를 표본(sample)이라 한다. 비모수 방법은 표본 자료의 크기가 작은 경우 (소표본, 

n≤20) 주로 이용된다. 

1.2.3. parameter and statistic (모수와  통계량) 

모집단의 확률 분포 함수의 형태를 결정하는 값을 모수(parameter)라 한다. 모평균 µ, 모

집단 표준 편차 σ, 모집단 상관 계수 ρ 등이 모수의 예이다. 모수는 미지(unknown)이므로 

이 값은 통계량(statistic)에 의해 추정(estimation)된다. 통계량은 표본 자료로부터 계산된 

값으로 표본 평균 x , 표준편차 s 등이 그 예다. 비모수 방법에서 가장 관심을 갖는 통계

량은 중앙값(median)이다. 중앙값은 순서통계량으로부터 구해지므로 비모수 방법을 rank

에 기반을 둔 추정 방법이라 한다. 

1.2.4. random variable and probability density function (확률 변수와 분포 함수) 

단순 임의 추출(simple random sample) 방법으로, 즉 모집단 개체들이 추출될 확률이 모두 

같은 경우, 측정 결과들의 모임을 확률 변수(random sample)라 한다. 변수라는 의미는 각 

개체에 따라 측정 값이 달라지기 때문이다. 확률 변수가 가지는 값들에 대한 정보(확률)를 

나타내는 것이 확률 분포 함수이다. 예를 들면 몸무게 측정치 확률 변수는 정규 분포를 

따른다고 가정하게 되는데 이때 평균이 70이고 표준 편차가 10인 것을 알고 있다면 몸무

게가 60이상이고 70미만이 확률을 구할 수 있게 된다.  

 

 

 

 

 

 

이처럼 확률 분포 함수를 알면 통계적 가설 검정이 가능하게 된다. 비모수 방법은 통계량

(확률 변수)의 확률 분포 함수를 알지 못해 모수 방법을 사용하지 못하는 경우 사용하는 

방법이다. 

1.2.5. measurement and categorical (측정형 변수와 분류형 변수) 

측정할 수 있거나 셀 수 있는 측정형(measurable 혹은 numerical) 변수와 개체나 집단을 

분류하는데 사용되는 분류형(categorical) 변수로 나누어진다. 

측정형 변수는 측정 도구를 이용하여 측정할 수 있는 키, 몸무게, IQ, 혈압이나 셀 수 있

는 자료 자녀 수, 9시에서 10시 사이에 A국도를 이용하는 자동차 수 등을 측정형 변수라 

한다. 분포 함수 이론에서는 키, 몸무게 같이 측정 가능 값이 연속일 경우 연속형

(continuous) 변수, 자녀 수나 IQ와 같이 불연속 값을 갖는 경우 이산형(discrete) 변수로 
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구별하기도 한다. 측정형 변수를 구간(interval)과 비율(ratio)로 나누기도 한다. 몸무게 

100(kg)은 50의 두 배라고 말할 수 있으나 오늘 기온이 30도라 해서 15도보다 두 배 더 

더울 것이라고 말하는 것은 의미가 없다. 몸무게나 키처럼 어느 값이 다른 값의 몇 배라

고 표현할 수 있는 변수를 비율 단위 측정형 변수라 하고 그런 표현이 무의미한 경우를 

구간 단위 측정형 변수라 한다. 그러므로 구간 측정형에서는 0이 의미가 없게 된다. 구간 

단위 측정형 변수의 대표적인 예는 특정 제품에 대한 소비자 만족도나 선호도와 같이 개

인의 평가 성향, 기준의 불분명 등으로 인하여 측정 불가능한 경우 사용하는 설문 조사의 

Likard 척도 (5점 척도)이다. 

성별, 혈액형, 인종, 직업, 수종, 학년, 일의 숙련 정도 등이 관심의 대상을 구별하기 위해 

사용되는 변수를 분류형 변수라 한다. 분류형 변수는 순서형 변수와 분류형 변수로 나뉘

는데, 변수가 가질 수 있는 값들이 크기에 따른 순서를 갖는다면 이를 순서형(ordinal) 변

수라 하고 그렇지 않은 경우를 명목형(nominal) 변수라 한다. 성별, 인종, 직업 등은 명목

형 변수이며 A, B, C, D, F로 나눈 문자 학점과 상, 중, 하로 분류한 소득 수준은 순서형 

변수이다.  

비모수 방법은 측정형 변수에 대한 분석 방법이고 분류형 변수의 경우는 비율에 대한 가

설 검정에만 이용된다. 

1.2.6. statistical hypothesis (통계적 가설) 

§ 통계적 가설: 모집단에 대해 알고자 하는 것에 대한 서술을 가설(hypothesis)이라 하고 

이를 통계적으로 옳고 그름을 판단할 수 있도록 설정한 것을 통계적 가설이라 한다. 통

계적 가설은 귀무 가설과 대립 가설로 나뉜다. 귀무 가설은 일반적으로 “차이가 없음”, 

“영향을 미치지 않음”, “모평균=100” 등으로 표시된다. 그러므로 우리가 선택하고자 하는 

가설은 대립 가설이 되고, 이를 연구 가설이라고도 부른다. 

§ 유의 수준: 가설 검정의 결과는 귀무가설을 채택(대립 가설 기각) 혹은 기각(대립 가설 

채택) 두 가지로 나타나므로 아래와 같은 표를 만들 수 있다. 두 오류를 최소화하는 검

정 방법을 찾아야 하지만 실제 두 오류를 동시에 최소화할 수 있는 방법은 존재하지 않

는다. 그리하여 통계적 가설 검정에서는 1종 오류를 (type I error) 고정시키고 2종 오류

를 최소화하는 검정 방법을 사용한다. 가설 검정하기 전에 분석자가 임의로 설정한 1종 

오류의 값을 유의 수준이라 (significant level) 하고 α로 표시한다. (1-α)를 신뢰 수준이라 

(confidence level) 한다. 

실제 상황 

검정 결과 
귀무가설(참) 대립가설(참) 

귀무 가설 채택 옳은 판단 2종 오류(β) 

귀무가설 기각 1종 오류(α) 옳은 판단 
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§ p-value: 자료로부터 구해진 통계량에 의해 귀무가설을 기각할 최소의 유의 확률로 관

측된 유의 수준이라 (observed significant level) 한다. 그러므로 p-값이 설정한 유의 수준

보다 크다면 귀무 가설을 채택하고 작으면 귀무가설을 기각하게 된다.  

 

 

 

 

 

 

 

§ 검정력: 설정된 기각역에 의해 계산된 (1-β)가 검정력(power)이다. 즉, 모수 값에 따라 

대립 가설이 참일 경우 대립 가설을 채택하는 확률을 검정력이라 한다. 우리의 관심이 

대립 가설에 있으므로 대립 가설이 참일 경우 채택하는 것에 관심을 갖게 된다. 모평균 

검정 시 기각역을 { x >120}이라 하면 검정력은 )
/

120

/
Pr(

ns

u

ns

ux −
<

−
이고 모수(µ)에 따라 

각각 계산된다.  

§ 가설 검정과 신뢰구간: 가설 검정과 양측 신뢰구간은 일대일 대응관계에 있다. 계산된 

통계량과 그 통계량의 분포에 의해 계산된 95% 양측 신뢰구간은 유의 수준 5%로 하여 

가설 검정을 하는 경우 귀무 가설이 기각되지 않는 모수들의 모임과 일치한다. 예를 들

면, 모평균에 대한 95%신뢰 구간이 (100, 110)인 경우 귀무가설 105:0 =µH 는 유의수

준 5%하에서 기각되지 않는다. 95% 신뢰구간의 의미는 모수가 신뢰구간에 포함될 확률

이 95%라는 것이 아니라 자료로부터 구한 통계량으로부터 신뢰 구간들 중 95%는 모수

를 포함하고 있을 것이다. 

 

& Homework #1 [due 3월 8일] 

1) 한남대학교 신입생의 키가 170이상인가를 알아보기 위하여 한남대학생 중 100명을 

무작위로 추출하여 키를 측정한 결과 평균 172cm, 표준편차 10cm이었다. 유의수준 

5%에서 통계 가설을 검정하려고 한다. 

§ 이 경우 모수와 통계량은 무엇인가? 

§ 통계적 가설을 설정하시오. 

§ p-value를 (관측된 1종 오류 값) 구하고 가설 검정 결과를 해석하시오. 

§ 표본 평균이 172cm 이상이면 귀무 가설을 기각하려 한다. 모수가 171, 172, 

173인 경우 검정력을 구하시오.  

 

170     x  

p-value 
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§ 표본 평균이 171.65cm 이상이면 귀무 가설을 기각하려 한다. 모수가 171, 

172, 173인 경우 검정력을 구하시오.  

§ 95% 신뢰구간을 구하고 위의 검정 결과와 비교하시오. 

2) 한남대학교 신입생의 남녀 비율이 같은가를 알아보고자 하여 20명을 무작위로 추출

하여 조사하였더니 남자 비율이 0.6이었다. 

§ 이 경우 모수와 통계량은 무엇인가? 

§ 통계적 가설을 설정하시오. 

§ p-value를 구하고 가설 검정 결과를 해석하시오. 

 

1.3. order statistic 
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1.3. order statistic (순서통계량) 

1.3.1. review 

확률변수: 실험에서 발생할 수 있는 결과와 숫자를 대응시키는 것을 확률 변수라 

(random variable) 한다. xcX =)( : c=실험 결과, x=실수 (real number) 

§ (예) 주사위 하나 던지는 실험: 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1  where)( == iicX  

 

확률 분포 함수: 확률 변수의 값들에 확률을 대응시켜 주는 함수 관계 확률 분포 함수 

(probability density function)이라 한다. 

§ (예1) 주사위 하나 던지는 실험: 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1  where6/1)( == xxf  

§ (예2) 연속 확률 분포 함수 )2/)12/(
2/2)2/(

1
)( xr

r
ex

r
xf −−

Γ
=  

 

 

 

 

 

 

 

누적 분포 함수: (cumulative distribution function) ∫ ∞−=≤= x dxxfxXxF )()Pr()(  

 

확률 표본: 동일한 확률 분포 함수로부터 독립적으로 추출한 확률변수 nXXX ,...,, 21 들을 

확률 표본 (random sample)이라 한다. 표본 추출방법에서 단순임의 추출에 의해 측정된 

관측치들이 확률 표본의 예이다. 

1.3.2. definition 

크기가 n인 확률 표본 nXXX ,...,, 21 을 크기 순으로 나열한 후 가장 작은 값을 )1(X , 그 다

음 작은 값을 )2(X  …  이렇게 지정하면 )()2()1( ... nXXX <<< 가 성립한다. )()2()1( ,...,, nXXX  

을 순서 통계량 (order statistic) 이라 한다. 

1.3.3. 기초 통계량과의 관계 

① 최소값 (minimum) )1(X , 최대값 (maximum) )(nX  

② 범위 (range) )(nX - )1(X , midrange: 2/][ )()1( nXX +  

③ 중앙값 (median) m= 2/][
)1

2
()

2
( +

+ nn XX  (n이 짝수), m=
)

2
1

(
+nX (n이 홀수) 
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1.3.4. 순서 통계량 분포 

1) )()2()1( ,...,, nXXX 의 결합 밀도 함수 (joint distribution function) 

)()()(!),...,,( 2121 nn xfxfxfnxxxf L=  

2) )1(X 의 marginal distribution function 

)()](1[)( 1
1

11 xfxFnxf n−−=  

3) )(nX 의 marginal distribution function 

)()]([)( 1
n

n
nn xfxFnxf −=  

4) n이 짝수인 경우 중앙값(median) m의 marginal distribution function 

dttftmftFvmF
k

k
mf m

kk
∫
∞ −− −−−

−
= )()2()](1[)]2([

])!1[(
2)!2(

)( 11
2

, n=2k 

&  모집단 분포 10   ,2)( <<= xxxf 로부터 크기 4의 확률 표본 4321 ,,, xxxx 를 추출했

을 경우 )4()3()2()1( ,,, xxxx 의 joint pdf, 최소값 )1(x , 최대값 )(nx 의 marginal pdf를 구

하시오. 

 

1.4. 언제 비모수 방법을 사용할 것인가? (예제)  

one population + location parameter 

60세 이상 노인이 일년에 약국을 찾는 횟수에 관심이 있어 자료 조사를 실시하려 한다. 

 

 자료분석 수리 통계 

모집단 

표본 

60세 이상 노인이 일년에 약국을 찾

는 횟수에 관심을 갖고 대전 A 병원

을 찾는 환자들을 대상으로 20명의 

자료를 수집하였다. 

확률 분포 함수가 )(xf 인 모집단으

로부터 크기 20의 확률 표본을 추출

하였다. 

 

자료 

관측치 

10, 9, 2, 18, 32, 3, 5, 14, 10, 9 

6, 8, 1, 15, 12, 9, 4, 7, 8, 3 
2021 ,,, xxx K  

관심 

자료 정리 (elementary statistic) 

모수 (중앙 위치 값) 추정 

Location parameter: mean, median 

)(xf  추정, 그러나 불가능 

결국 parameter에 관심 

모수 histogram, stem-leaf, box-plot을 통해

)(xf  분포 형태를 조사한다. 

)(xf 에 대한 가정 
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추정 방법 )(xf  분포 형태를 조사한다. 

skewed, outlier가 있는지 조사한다. 

& stem-leaf를 그리시오. 

관심 모수 

60세 이상 노인들의 일년에 평균적

으로 몇 번 병원을 찾는가?  

population mean( µ ) 혹은 

median( M ) 

2/1)( =∫ ∞−
dxxft

을 만족하는 t를 찾는

다. 결국은 µ , M  

통계량 

(statistic) 

sample mean: nxx
i

i /
20

1
∑
=

=  

sample median: 2/][ )11()10( xx +  

& 평균과 중앙값을 구하시오. 

모수 추정 µ̂ = x , M̂ = 2/][ )11()10( xx +  

가설 

60세 이상 노인들의 일년에 평균적으로 9번 이상 병원을 찾는가? 

귀무가설 (null hypothesis): 9:0 =µH   혹은 9:0 =MH  

대립가설 (alternative hypothesis): 9: >µaH   혹은 9: >MH a  

모집단 

확률 분포 

 

 

 

 

 

 

 

 

문제는 모집단 확률 분포를 알지 못한다. 

가설 검정 

기초 

확률 표본으로부터 계산되는 통계량을 이용하여 가설을 검정할 수 밖에 없

다. 그러기 위해서는 통계량의 분포를 알아야 한다. 

표본 평균의 분포는 구하기 쉬우나 표본 중앙값의 분포는 구하기 어려우므

로 통계학에서는 중앙 위치에 대한 정보로 평균을 더 많이 이용한다. 그러

나 표본의 크기가 작은 경우 평균을 이용하여 가설을 검정하는 경우 가정을 

하게 되는데…  이 가정이 무너진다면…  (그래서 비모수 방법 사용)  

            µ    9 

f(x) 
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표본 평균 

분포 

(대표본) 

§ ),;( οuxf 로부터 추출한 확률 표본의 표본 평균 x 는 평균 u , 표준편차 

n/σ 을 따른다. (수리적 증명) 

§ [Central Limit Theorem] 표본의 크기 n이 큰 경우 (대표본) 표본 평균의 

분포는 normal distribution을 따른다. 

)/,(~ nuNormalf x σ  

 

 

 

 

 

                     µ 

& 중심극한 정리의 의미가 무엇인지 확률분포 함수를 이용하여 설명하시오. 

가설 검정 

(대표본) 

검정통계량: (0,1) normal~
/ n

ux
t

σ

−
=  

모집단의 표준편차(σ)를 모를 경우는 표본 표준편차(s)를 이용한다. 

)1,0(Normal  

 

 

 

 

 

 

0     t 

*) 검정 통계량의 분포는 귀무가설이 맞다는 가정 하에서 구한 것이다. 

가설 검정 

(소표본) 

§ 더 이상 중심극한 정리를 사용할 수 없다. 

§ [Student t-distribution] 모집단이 정규분포를 따른다면 다음이 성립한다. 

1)-t(n~
/ ns

ux
t

−
=  

비모수  

방법 
소표본이고 모집단이 정규분포를 따른다는 가정이 성립하지 않는다면…  
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& Homework #2 [due 3월 15일] 

중심극한 정리를 이해하기 위하여 Simulation 방법을 이용하여 살펴 보자. 

[방법]  

1) 모집단이 치우진 형태를 갖는 χ2-분포라고 가정하자. 
2) 다음 방법에 의해 지수 분포로부터 크기 20의 확률 표본을 추출하자. 

data one; 

do i=1 to 20; 

   xc2=2*rangam(0, 0.5);  

   xc6=2*rangam(0, 5); 

   output; 

   end; 

run; 

proc means data=one mean std; 

 var xc2 xc6; 

run; 

3) xc2 ~ χ2(λ=2), xc6 ~ χ2(λ=10)을 따른다. 
4) 각 (xc2, xc6) 표본들의 평균을 계산하다. 
5) 표본 평균의 분포를 구하기 위하여(히스토그램) 2)-4)작업을 1000번 반복한다. 
6) 표본 평균의 분포 함수(히스토그램)을 그리고 비교 해석하시오. 
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Population 

2. One sample 

표본의 통계량을 (statistic) 이용하여 모수(parameter)를 추정(estimate)하거나 모수에 대한 

통계적 가설을 (statistical hypothesis) 검정하는 것을 통계적 추론이라 (statistical inference) 

하고 관심이 되는 모수가 하나인 경우를 일변량 추론이라 한다. 

일변량 추론의 주요 관심은 변수 자료의 중앙이 (location parameter) 어디인가 하는 것이

고 중앙 위치로는 평균(mean)과 중앙값(median)이 주로 사용된다.  

 

 

),:( 2σµxf         확률 표본(random sample): ( nxxx ,,, 21 K ) 

 

    추정과 검정      계산 

statistic: 평균
n
x

x i∑
= , 중앙값 )2/)1((

)12/()2/(   
2 +

+ =
+

= n
nn xor

xx
m   

 표준 편차 ∑ −−= )1/()( 2 nxxs i  

2.1. parameteric procedure (모수적 방법) 

 

모수적 방법은 표본 평균을 (sample 

mean) 이용하여 모평균에 대한 추론을 

실시한다. 

nxVxE /)(   ,)( 2σµ ==  

 

 

 

 

 

        ),;( 2σµxf  

 

 

 

 

        )/,;( 2 nxf σµ  

 

 

 

2.1.1. 대표본 (large sample)  

1) 중심극한 정리 (central limit theorem) 

표본의 크기 n이 큰 경우 표본 평균 x 의 분포는 모집단 분포 )(xf  관계없이 정규분포를  

따른다. 

2) 가설 검정 (hypothesis testing) 

§ 귀무 가설 (null hypothesis): 모평균 0µµ =  (하나의 값) 

§ 대립 가설 (alternative hypothesis): 0µµ ≠  (two-sided) 혹은 0µµ >  (one-sided) 

§ 검정 통계량 (test statistic): 가설 검정에서 검정 통계량의 분포는 귀무 가설 하에서 구
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해진다. 자료로부터 계산된 표본 평균이 귀무 가설에 설정된 분포 하에서 일어날 확률

이 매우 적다면 (이를 계산된 유의 수준, 혹은 p-value라 함) 귀무 가설을 기각한다. 

)1,0(~
/

0 Normal
ns

x
T

µ−
=  

 

 

 

 

 

 

 

      0µ       x  

§ 결론 (conclusion): 계산된 검정 통계량 T 값이 기각역에 (critical region) 속하거나 계산

된 유의 수준이 (p-값) 미리 설정한 유의 수준보다 (1종 오류, α) 작다면 귀무 가설을  

기각 (대립 가설 채택) 한다. two-sided (양측) 가설 검정에 의해 귀무 가설이 기각되면  

같은 유의 수준에서는 (α) one-sided (단측) 가설 검정에서도 귀무 가설이 기각된다. 

3) 신뢰 구간 (confidence interval) 

§ 통계량의 분포를 이용하여 모수에 대한 100(1-α)% 신뢰 구간을 구한다.  

n
s

zx 2/α±   

하한 (lower limit):
n
s

zxl 2/αµ −= , 상한 (upper limit):
n
s

zxu 2/αµ +=   

§ (예) 95% 신뢰 구간의 의미는 모수가 계산된 신뢰구간에 있을 가능성이 (확률) 95%라

는 의미가 아니다. 모집단으로부터 표본을 추출하고 신뢰 구간을 구하고, 또 다시 표

본을 추출하여 신뢰 구간을 구하고…  이렇게 100개의 신뢰 구간을 구할 경우 그 중 

95개의 신뢰 구간만이 모수를 포함하고 있을 것이다.  

4) 100(1-α)% 신뢰 구간과 가설 검정간에는 일대일 대응 관계가 있다. 

모수(µ)    
n
s

zxu 2/αµ +=  

               
n
s

zxl 2/αµ −=  

 

     x      (통계량) 
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;Example; 다음은 A 고등학교 학생들의 몸무게를 알아 보기 확률 표본 (단순 임의 추

출법) 20명의 몸무게(kg)를 측정한 자료이다.  

51.0   38.1   44.4   46.4   37.6   46.4   38.3   51.0   38.1   45.1 

22.9   40.8   34.9   50.7   68.0   58.0   60.2   38.5   50.7   52.1 

A 고등학교 학생들의 몸무게에 대한 기초통계량을 구하고 학생들의 몸무게가 50kg 이상

이라고 말할 수 있는지를 검정하시오? 
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2.1.2. 소표본 (small sample)  

1) 가정: 표본의 크기 n이 작은 경우 모집단 분포에 )(xf  대한 가정이 있어야 모수적 방법

을 사용할 수 있다.  

2) t-분포: 모집단 분포가 )(xf  정규분포를 따른다면 다음이 성립함을 W. S. Gosset이 실증

적으로 보였다. 그는 이 분포를 발표할 때 그의 필명 Student를 사용했다. 

)1(~
/

−
−

nt
ns

x µ
; 평균=0, 분산=n/(n-2) 

                     )1,0(~)( Normalxf  

 

                 )(~)( ntxf  

 

 

 

 

[표분 정규 분포와 t-분포의 관계] 

 

3) 검정 통계량 및 신뢰 구간 

)1(~
/

−
−

= nt
ns

x
T

µ
 

100(1-α)% 신뢰 구간: 
n
s

ntx )2/;1( α−±  

 

2.2. Nonparametric procedure I: Sign Test 

표본의 크기 n이 작고 모집단 분포가 정규 분포를 따른다는 확신이 없다면 모수적 방법

을 사용할 수 없다. 이런 경우 사용되는 비모수적 방법에서는 모수는 모집단의 중앙값이

고 검정 통계량은 표본 중앙값을 사용하나 표본 중앙값의 분포는 알려져 있지 않다. 

가장 오래된 비모수 검정 방법으로 측정치들의 값을 부호(sign)로 바꾼 후 그것을 이용하

여 모집단의 중앙값에 대한 가설 검정을 하게 된다. 

2.2.1. 가설 검정 (hypothesis testing) 

1) 가정 (assumption): 관측치 nxxx ,,, 21 K 는 모집단 분포에서 ):( Mxf  추출한 확률 표

본 (random sample) 이다. 측정형 (연속형) 변수이어야 한다. 
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2) 가설 (statistical hypothesis): 

§ 귀무 가설: 00 : MMH =  

§ 대립 가설: 0: MMH a ≠ (양측 검정) 0: MMH a >  혹은 0: MMH a <  (단측) 

3) 검정 통계량 (test statistic): 

§ 각 관측치에 대해 ( 0Mx i − )의 부호를 계산한다. 0M 은 귀무 가설에 설정된 모수 중

앙값이다. 0Mx i = 여서 부호가 결정되지 않는 것은 표본에서 제외한다. 

§ 만약 귀무 가설이 맞다면 표본 관측치로부터 얻은 +, - 부호의 수는 같을 것이다. 만

약 + 부호 수가 상대적으로 많거나 (반대로 – 부호 수가 상대적으로 많다면 ) 귀무 가

설을 기각할 것이다. 

4) 결정 법칙 (decision rule): 

§ ( 0Mx i − )의 부호는 “+“, “-“ 두 개만 있으므로(같으면 제외) 성공 확률이 p (사건이 일

어날 확률; “+“의 비율)인 베르누이 (Bernoulli) 시행이다. 

§ “+“ (혹은 “-“) 부호 개수( K )는 이항 분포 ),( pn 을 (Binomial Dist.; ),( pnB ) 따른다. 

§ 귀무 가설이 참이라면 )5.0,(~ nBK 이다. 

§ 표본으로부터 구한 “+“ 부호의 개수를 k 라 관측된 p-값은 다음과 같다. 

i) k 가 n5.0 보다 적은 경우: p-value= )5.0,|Pr( nkK ≤   

ii) k 가 n5.0 보다 큰 경우: p-value= )5.0,|Pr( nkK ≥   

§ 편의상 “+“부호의 개수와 “–“부호의 개수 중 적은 것을 k 로 사용한다. 그러므로 sign 

test에서는 다음을 p-값으로 사용한다. 

p-value= )5.0,|Pr( nkK ≤  

§ p-값이 유의 수준보다 크다면 귀무 가설 채택하고 반대의 경우 대립 가설을 채택한다.  

 

8참고 위의 Sign test 방법은 소표본인 경우 모비율(population ratio)에 대한 가설 검정

에 ):( 00 ppH =  이용한다. 모평균 가설 검정과는 달리 모비율 가설 검정에서 소표본

의 의미는 9))1(,min( 00 <− pnnp 을 의미한다. 

 

&[Homework#3 Due 3월 20일]  A회사가 만드는 제품의 불량률은 0.15이었다. 회사는 

불량률을 줄이기 위하여 제품 생산 공정을 새롭게 바꾸었다. 제품 불량률이 줄었는가를 

알아보기 위하여 생산된 제품 65개를 단순 임의 추출하여 불량 개수를 조사했더니 9개가 

불량이었다. 불량률이 줄었는지 가설 검정하시오. 절차를 자세히 적으시오. 

 

;EXAMPLE; 다음 자료는 11명 환자들의 심장 동맥 박동 시간(초)을 측정한 것이다. 환

자들의 중앙값은 3.5초라 할 수 있는지 가설 검정하시오.  (유의수준 α=5%)  (Applied 

Nonparametric Statistics, W. Daniel) 
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1.8   3.3   5.65   2.25   2.5   3.5   2.75   3.25   3.1   2.7   3.0 

§ 가설: 5.3:0 =MH , 5.3: ≠MH a  

§ 검정 통계량: )( 0Mxi − 의 부호를 구하면 “-“부호의 개수=9, “+“부호의 개수=1, 0인 개

수=1이므로 검정 통계량 k 는 1이다. 

§ p-값= 0108.0)5.0,10|1Pr( ===≤ pnK . 

§ p<0.025 ( 2/α )이므로 (양측 검정) 귀무 가설을 기각하고 환자들의 심장 박동 시간은  

3.5초라고 할 수 없다. 특히 k 는 “+“부호의 개수이므로 실제 심장 박동 시간은 3.5초 

이하라고 할 수 있다. 

 

8참고 환자들의 심장 박동 시간의 중앙값이 3.5초 이하라고 할 수 있는가? 이런 단측 

검정( 5.3: <MH a )에서는 p-값과 0.05을 비교한다. 

 

8Large-sample approximation: 표본의 크기가 12 이상이면 경우 p-value 편리하게 계

산하기 위하여 이항 분포표를 쉽게 접하기 힘든 경우 이항분포의 정규분포 근사(normal 

approximation to the binomial) 이론을 이용하여 계산 가능하다. 

)1,0(~
5.0

5.0)5.0(
2

Normal
n

nK
z

−+
=  

위의 예제의 경우 정규 분포 근사에 의하여 p-값을 계산하면, z=-2.21이므로 표준 정규 

분포표에 의해 ≈==≤ )5.0,10|1Pr( pnK 0.0136이다. 여전히 귀무 가설은 기각된다. 

그러나 n=20 정도까지는 이항 분포표를 이용할 수 있고 n이 그 이상이면 중심극한 정

리를 이용한 z-검정을 사용하면 된다. 

 

8SAS 사용 방법: 모수적 방법에 사용한 UNIVARIATE procedure를 사용하면 된다. 

 

2.2.2. 신뢰 구간 (confidence intervals) 

모집단의 중앙값은 표본의 중앙값으로 추정될 수 (점 추정: point estimate) 있으나 점 추정

치는 모수와 같을 가능성(확률)이 거의 없다. 그러므로 추정의 경우 우리의 주된 관심은  

모수에 대한 신뢰 구간에 (구간 추정: interval estimate) 있다. 

다음은 Sign Test 검정 방법에 대응하는 100(1-α)% 신뢰구간을 구하는 방법을 정리한 것

이다. 

§ 양측 검정의 경우 검정통계량의 값이 2)Pr( * α≤≤ KK 이면 귀무가설을 기각한다. 

§ 
)1( * +

=
kl XM 이 lower limit이고 =uM 끝에서 ( 1* +k )번째 순서 통계량이 upper limit이다. 
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§ 100(1-α)% 신뢰구간을 구할 수 없으므로 α값을 조정할 필요가 있다. 예제 참조 

;EXAMPLE; 다음 자료는 16명의 잠에 드는 시간(분)을 측정한 것이다. 모집단 중앙값

에 대한 95% 신뢰 구간을 구하시오. (Applied Nonparametric Statistics, W. Daniel) 

1.90  3.08  9.1  3.53  1.99  3.1 10.16  0.69 

1.74  2.41  4.01  3.71  8.11  8.23  0.07  3.07 

 

§ 이항 분포표로부터 0105.0)5.0,16|3Pr( ===≤ pnK , 0383.0)5.0,16|4Pr( ===≤ pnK  

§ (4+1)을 사용하면 α=0.0383*2=0.0766이 되므로 신뢰 수준은 92.34%이다. 

§ 그러므로 92.34% 신뢰 구간은 ( 01.4,99.1 )12()5( == XX )이다. 

 

8Large-sample approximation 이용하여  신뢰 구간 구하기: 표본의 크기가 12 이상이

면 경우 이항분포의 정규분포 근사(normal approximation to the binomial) 이론을 이용하

여 신뢰구간을 구할 수 있다. 

4/)2/()1( 2/
* nznK α+≈+  

위 예제에서 44/1696.1)2/16()1( * ≈+≈+K 이므로 

95% 신뢰 구간은 ( 11.8,9.1 )13()4( == XX )이다. 

근사 이론을 이용하면 마치 95% 신뢰 구간을 얻은 것처럼 보이지만 실제로는 그렇지 

않다. α=0.0105*2=0.021이므로 95%가 아니라 97.9% 신뢰구간이 된다. 

 

&[Homework#3 Due 3월 20일] (Applied Nonparametric Statistics, W. Daniel). 
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2.3. Nonparametric procedure II: Wilcoxon Signed-ranks test 

sign test의 경우는 관측치와 귀무 가설의 간의 ( 0Mx i − ) 부호만을 사용하지만 차이의 크

기를 이용하여 분석하는 방법이다. 

2.3.1. 가설 검정 (hypothesis testing) 

1) 가정 (assumption): 관측치 nxxx ,,, 21 K 는 모집단 분포에서 ):( Mxf  추출한 확률 표

본 (random sample) 이다. 측정형 (연속형) 변수이어야 한다. 그리고 sign test와는 달리 

표본 분포는 좌우 대칭이어야 한다는 가정이 하나 더 필요하다. 

2) 가설 (statistical hypothesis): 

§ 귀무 가설: 00 : MMH = (양측), 00 : MMH ≤  혹은 00 : MMH ≥ (단측) 

§ 대립 가설: 0: MMH a ≠ (양측), 0: MMH a >  혹은 0: MMH a < (단측) 

3) 검정 통계량 (test statistic): 

§ )( 0MxD ii −= 의 부호를 계산한다. 만약 0=iD 이면 그 관측치는 표본에서 제외한

다. 0M 은 귀무 가설에 설정된 모수 중앙값이다. 

§ iD 의 절대값 || iD 의 크기에 따라 작은 것부터 순위를 부여한다. || iD  크기가 같은 

것이 있다면 그 순위들의 평균을 각각 부여한다. 예를 들어 관측치 중 3개의 값이 동

일하다면 || iD 의 크기는 같다. 그리고 그 값이 최소값이면 순위는 1, 2, 3을 부여할 

수 있는데 || iD 값이 모두 같으므로 (1=2+3)/3=2, 즉 3개 관측치에 대해 순위는 모두 

2를 부여한다.    

§ 각 관측치의 순위 값에 iD 의 부호를 붙인다. 

§ 부호가 –인 순위의 합을 계산하여 −T , 부호가 +인 순위의 합을 계산하여 +T 라 한다. 

두 통계량에는 −+ −+= TnnT ]2/)1([ 의 관계가 있다. 

§ 귀무 가설이 참이라면 −T 의 기대치와 +T 의 기대치는 같을 것이다. 그러므로 −T 나 

+T 가 충분히 적다면 귀무 가설을 기각하면 된다. 

§ 대립가설이 0: MMH a ≠ 이면 검정 통계량으로 ),min( −+= TTT  사용한다. 

§ 대립가설이 0: MMH a > 이면 검정 통계량으로 −= TT  사용한다. 

§ 대립가설이 0: MMHa < 이면 검정 통계량으로 += TT  사용한다. 

4) 결정 법칙 (decision rule): 

§ Wilcoxon이 제공한 표를 참조하여 가설을 검정한다. 표에는 표본의 크기 n에 따라 기

각역 (critical region)과 거기에 대응하는 α값이 나타나 있다. 

§ 검정 통계량이 기각역에 포함되어 있으면 귀무 가설을 기각하고 반대의 경우 귀무 가

설을 채택한다. 

 

8참고 위의 Sign test 방법은 소표본인 경우 모비율(population ratio)에 대한 가설 검정

에 ):( 00 ppH =  이용한다. 모평균 가설 검정과는 달리 모비율 가설 검정에서 소표본
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의 의미는 9))1(,min( 00 <− pnnp 을 의미한다. 

 

;EXAMPLE; 마약에 중독된 학생들의 IQ 중앙값이 107이다. 마약이 학생들의 IQ에 영

향을 미치는지 알아보기 위하여 마약을 하지 않는 학생들 중 15명을 단순 임의 추출하여 

조사하였다. (유의수준 α=5%)  (Applied Nonparametric Statistics, W. Daniel) 

99  100  90  94  135  108  107  111  119  104  127  109  117  105  125 

§ 가설: 107:0 =MH , 107: ≠MH a  

§ 검정 통계량: 5.64=+T , 5.40=−T 이므로 검정통계량 5.40)5.40,5.64min( ==T . 

 

§ Wilcoxon signed-ranks Table에 의하면 기각역 { 21≤T }이다. 검정 통계량 5.40=T

이므로 기각역에 포함되지 않는다. 그러므로 귀무 가설을 기각할 수 없다. 마약은 학

생들의 IQ에 영향을 주지 못한다. 

§ 위의 가설 검정의 경우 유의수준 α=0.0247*2=0.494이다.  

§ 107:0 ≥MH  vs. 107: <MH a  단측 검정에서는 기각역이 { 25≤T }이다. 검정 통계량 

5.40== −TT 가 기각역에 포함되지 않으므로 귀무가설을 기각할 수 없다. 마약을 하

지 않은 학생들의 IQ가 높다고 할 수 없다. 

8Large-sample approximation: 표본의 크기가 20 이상이면 경우 Wilcoxon 표를 사용

할 수 없다. 이 경우 다음의 정규분포 근사를 이용하여 계산 가능하다. 

)1,0(~
24/)12)(1(

4/)1(
* Normal

nnn

nnT
T

++

+−
=  

*T  는 양측 검정의 경우 T , 단측 검정의 경우는 −T 나 +T  중 적당한 것을 사용하면 

된다. 대표본의 경우는 그냥 중심극한 정리를 사용하여 z-검정하는 것이 더 편리하다. 
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8sampling distribution of +T :표본의 크기가 n=4인 경우 예를 들어 +T 의 표본 분포를  

Wilcoxon이 어떻게 만들었는지 살펴보자. 

+ 순위 +T  값 + 순위 +T  값 + 순위 +T  값 + 순위 +T  값 

없음 

1 

2 

3 

0 

1 

2 

3 

4 

1,2 

1,3 

1,4 

4 

3 

4 

5 

2,3 

2,4 

3,4 

1,2,3 

5 

6 

7 

6 

1,2,4 

1,3,4 

2,3,4 

1,2,3,4 

7 

8 

9 

10 

위의 결과를 이용하여 Wilcoxon 표가 (n=4) 작성되었다. 

 

2.3.2. 신뢰 구간 (confidence intervals) 

Wilcoxon 검정 방법에 대응하는 신뢰 구간을 다음 방법을 통하여 얻을 수 있다. 

1) nji
xx

u ji
ij ≤≤≤

+
= 1   ,

2
 평균은 몇 개나 있나? 같은 것까지 포함 10210 +C =55 

2) iju 을 크기 순서대로 나열한 순서통계량을 구하고 중앙값을 구하면 그것이 모집단 중

앙값의 추정치가 된다. 

3) Wilcoxon 표에서 n와 P를 이용하여 귀무가설을 기각하는 T값을 찾는다. K(=T+1)번째

iju 의 순서 통계량이 하한 값(lower limit) 끝에서 K번째 순서 통계량dl 상한 값(upper 

limit)이 된다. 

 

;EXAMPLE; 10명 학생들의 신뢰성 정도를 측정한 것이다. 모집단 중앙값에 대한 95% 

신뢰구간을 구하시오. (Applied Nonparametric Statistics, W. Daniel) 

28.5   25.2   28.7   41   29.1   21.3   37.7   39.9   26.8   28.8 

 

1) nji
xx

u ji
ij ≤≤≤

+
= 1   ,

2
을 구한다. 

2) iju 의 순서통계량을 구하고 중앙값을 구하면 45.31)28( =iju 이다. 

3) 표에 의하면 n=10이고 P=0.0244일 때 T=8이다. ( 75.27)9( =iju , 05.35)47( =iju )이 

95.12% 신뢰 구간이 된다. 

 

8Large-sample approximation을 이용한 신뢰 구간: 표본의 크기가 20 이상이면 경우 

Wilcoxon 표를 사용할 수 없다. 다음의 근사 이론을 이용하여 신뢰구간을 구할 수 있다. 

24
)12)(1(

4
)1(

2/
++−+≈ nnnznnK α  
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&[Homework#4 Due 3월 27일] (Applied Nonparametric Statistics, W. Daniel). 

 

 

[homework #4 계속]Sign Test의 숙제 중 2.7에 대해 Wilcoxon 방법에 의해 모집단 중

앙값에 대한 approximation 95% confidence interval을 구하시오. approximation의 의미는 

정확하게 95% 신뢰 수준을 맞출 수 없다는 것을 의미하는 것이지, large-sample이론을 

적용하라는 것은 아님. 
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2.4. One-sample runs test for randomness 

통계 자료분석에서 가장 중요한 가정은 학률 표본(random sample) 가정이다. 이 가정은  

성립된다고 가정하지만 randomness가 의심이 되는 경우 이 가정을 검정하는 방법이 Run 

검정이다. 

 

2.4.0. Example 

1) p에 대한 control chart: 불량률에 대한 관리도의 경우 표본을 정기적으로 추출하여 불량

률이 control limit을 벗어나는 경우 생산 공정을 중단하고 재조사한다. 이런 경우 표본의 

randomness가 만족하지 않고 일정한 pattern을 갖는다면 공정의 control에 문제가 발생

한다. 

2) 회귀분석 잔차의 독립성 

 

2.4.1. 과정 

0) 기본 개념: 

randomness는 runs의 수(부호가 바뀐 회수)와 그 run의 길이에 의해 관측될 수 있다. 

MFMFMFMFMF è runs의 수는 10이다. pattern이 존재 

MMMMMFFFFF è runs의 수는 2이고 길이가 5인 경우이다. 

1) 가정 

관측치를 두 개의 군으로 나눌 수 있다. 표본의 크기가 n, 한쪽 그룹의 관측치 수가 n1, 

다른 그룹의 관측치 수가 n2인 경우 n=n1+n2이다. 

2) 가설 

귀무가설(null hypothesis): 관측치는 randomness를 만족한다. 

대립가설(alternative hypothesis): 관측치는 randomness를 만족하지 않는다.  

3) 검정통계량: runs의 총 회수(r)이다. 부호가 바뀌는 회수이다. 

4) 결정 법칙 (decision rule): 

§ 검정통계량 r이 (n1, n2)에 적절한 표2 (critical values of r in the runs test)의 하한 기각역

보다 작거나* 같은 경우 포함) 상한 기각역보다 큰(같은 경우 포함) 경우 귀무가설을  

기각한다. 
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;EXAMPLE; 다음은 A 도시의 기온은 평년 기온으로부터 벗어난 자료이다. 이 자료를 

이용하여 평년 기온을 벗어난 +, - 패턴이 random인가를 알아보려고 한다. 

 

 

 

§ 귀무가설: 평년 기온으로부터 벗어나는 형태가 random이다. 

§ 대립가설: 평년 기온으로부터 벗어나는 형태가 random이 아니다. 

§ 검정 통계량: 171 =n (+ 방향), 132 =n (- 방향) 30=n 이고 r=8이다. 

§ 표2에 의하면 기각역은 }10{ ≤r 이거나 }22{ ≥r 이므로 8=r 은 기각역에 속한다. 그러

므로 귀무가설은 유의수준 5%에서 기각되고 평년 기온과의 차이는 랜덤이 아니다. 

 

8Large-sample approximation: 21 ,nn 가 20 이상이면 경우 다음의 정규분포 근사를 

이용하여 계산 가능하다. 

)1,0(~

)1()(

)2(2

}1)]/()2{[(
*

21
2

21

212121

2121 Normal

nnnn

nnnnnn

nnnnr
T

−++

−−

++−
=  

 



 
 Chapter 2. 일변량 비모수 추론 

 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  24 

 
 

&[Homework#5 Due 3월 29일] (Applied Nonparametric Statistics, W. Daniel). 
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2.5. Cox-Stuart Test for Trend 

시계열 자료의 trend가 있는지를 검정하는 방법으로 Sign test의 변형이다. 

Cox, D. R. and A. Stuart, “Some Quick Tests for trend in Location and dispersion”, Biometrika, 

42 (1955), 80-95 

2.5.0. Example (수확기간) 

수확기간

150

200

250

300

1899 1909 1919 1929

수확기간
 

2.5.1. 과정 

1) 가정 

시계열 자료 관측치는 독립이고 측정형 변수이어야 한다. 

2) 가설 

귀무가설(null hypothesis): 시계열 자료에 trend가 존재하지 않는다. 

대립가설(alternative hypothesis)1: upward trend가 존재한다. 

대립가설(alternative hypothesis)2: downward trend가 존재한다.  

대립가설(alternative hypothesis)3: trend가 존재한다. 

3) 검정통계량: ),( ici xx + 의 쌍을 이룬 후 )( iic xx −+ 차이의 부호(+, -)에 의해 trend의 유무를 

검정한다. n이 짝수이면 2/nc = 이고 n이 홀수이면 2/)1( += nc 이므로 홀수인 경우는 제일 

가운데 하나를 제외하고 쌍을 이루게 된다. 

4) 결정 법칙 (decision rule): 

부호가 0인 것을 제외하고 +의 부호 개수나 –의 부호 개수에 의해 가설을 검정하므로  

sign test와 동일하다. 
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;EXAMPLE; 미국 A 도시의 수확 기간을 조사한 것이다. 

 

§ 귀무가설: 수확기간 시계열 자료에 trend가 존재하지 않는다. 

§ 대립가설: 수확기간 시계열 자료에 trend가 존재한다. (양측검정) 

§ 검정 통계량: (207, 227), (223,213), …  ( 40' =n ) è + 개수=6 – 개수는=14, 그러므로 

검정통계량은 6이다. (sign test와 동일)  

§ 이항 분포표로부터 p-value )5.0,20|6( ==≤ pnKP =0.0577이므로 0.025보다 크다. 

그러므로 귀무가설을 채택하고 이 시계열 자료에는 trend가 없다고 결론을 맺는다. 

 

8Large-sample approximation: sign test와 동일하다. 

 

 

&[Homework#5 계속 Due 3월 29일] (Applied Nonparametric Statistics, W. Daniel). 
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2.5. SAS 8.0를 이용하기 

SAS에서 자료 분석을 하려면 외부 자료(Excel, ASC format, DB)는 SAS data로 만들어야  

하므로 DATA step을 사용한다. 

(예1) DATA one; input var1 var2; cards; ---- run; 

(예2) DATA one; infile “Text file 위치”; input var1 var2; run; 

그러나 SAS version 8 이상에서는 spreadsheet 형태의 자료 입력 공간에서 자료를 직접 

입력할 수 있다. 

 

2.5.1. 자료 입력하기 (spreadsheet 형태) 

 

1) SAS를 실행한 후 Solution 메뉴에서 데이터 분석을 선택한다. 

 

SAS 실행 중 만들어진 SAS data는 Work Library에 자장된다. 

2) 분석(Analyst) 창(project)이 나타나고(1) 자료 입력을 위한 spreadsheet 형태(2)의 자료 입

력 창이 나타난다. 그곳에 자료를 입력하면 된다.  (숙제 #3, 2.7 예제 자료 몸무게) Explorer 

창(3)은 SAS data가 만들어지는 과정을 보기 위하여 Work Library로 이동한 것이다. 



 
 Chapter 2. 일변량 비모수 추론(SAS v8 사용) 

 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  28 

 
 

 
 

 

2.5.2. 기초 통계량 테이블 출력 

다음은 몸무게 변수의 기초 통계량을 간단한 테이블 형태로 나타내기 위한 절차이다. 

 

1) Report 메뉴에서 테이블을 선택한다. 
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2) 테이블 형태를 지정한다. (예제에서는 블루 박스 테이블 선택) 

 

 

3) 환경 설정 팝업 메뉴가 나타나면 , 을 다음과 같이 설정한다. 
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4) 에서  폴더 환경을 다음과 같이 설정한다. 

 

 

5) 환경 설정이 끝나면 ( SK) 윽 아니다. 그냥 버튼을 누르면 결과가 출력된다.  분

석(Analyst) 창에 결과 보기를 위한 폴더가 생긴다. Default는 Report 창이다. 테이블 결과 출

력은 물론 Temporary SAS data도 만들어진다. 

 

 

6) 앗 근데  메뉴는 뭐지? 에이 한 번 눌러보자. 아니 SAS 코드가 열린다. 그럼 

이것을 프로그램 에디터에서 실행하면 테이블을 만들 수 있나? 그렇구나. 그럼 내가 

Tabulate procedure를 어떻게 사용하는 예제 프로그램을 얻었다는 것? 신난다. 
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2.5.3. 기초 통계량 구하기 

그럼 기초 통계량을 구하기 한 번 해 볼까? 자신이 생겼어요. 

 

1) 메뉴를 선택하는 것이겠지? 그럼 당연히 통계량 메뉴에…  
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2) 예상대로 환경 설정 창이 pop-up되는구나. 이제 난 전문가야. 일단 기초 통계량을 구하

기 위한 변수를 선택하자.  

 

 

3)  설정 창을 열어 구하기 원하는 기초 통계량을 선택하고 

 

 

4)  설정 창을 열어 원하는 그래프도 선택하자. 나머지는 쓸데없는데 시간 낭비말자. 

 

5) 그래도 다른 것은 궁금하지 않은데  설정 창이 궁금하다. 아 기초통계량을 SAS 

data로 만들어 주는 곳이구나. 난 필요없는데…  
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6) 이제 다 끝났나? 이번에는 실수말자. 그냥  버튼만 누르면…  

  

7) 와 대단하다. 결과가 나왔다. 그럼 정말 box plot (상자 그림)도 만들어졌나? 나 그냥 못 

지나가지. 을 눌러보자. 

 

 

8) 근데 그림을 편집하고 싶은데 어쩌나? 메뉴가 없을까? 참 오른쪽 마우스 버튼이 있었지. 

일단 오른쪽 마우스 버튼을 눌러보자. 
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9) 앗 여기서도  메뉴가 제공된다. 그럼 어떻게 프로그램이 되어 있는지 볼까? 

 

 

10) 음, 예상대로군. 그런데 나만의 프로그램을 원한다. 더 이상 SAS가 제공하는 프로그램

은 싫다. 나는 나니까? 그럼 어떻게? 음…  전문가의 안목으로 돌아보니 편집이라는 메뉴가 

보이는구나. 이 메뉴를 선택하면 프로그램이 프로그램 에디터(program editor) 창으로 옮겨지

겠구나.  

 

 

11) 다시 한 번 나의 천재성이 확인되는 순간이구나. 그럼 적당히 프로그램을 고치고 실행 

버튼을 ( ) 누르거나 F8 키를 눌러 프로그램을 실행해 보자. 

 
 

12) 정말 결과가 OUTPUT( 출력) 창에 나타나네. 왼쪽에 있는 결과 창을 이용하여 이전 작업

들의 결과를 볼 수 있습니다. 
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2.5.4. 일변량 분석하기(모 평균 검정) 

일변량 분석에서 모평균이 10 이상인가를 검정해볼까?  

 

1) 어디를 선택하면 될까? 통계량 메뉴에 있겠지? 음 가설 검정, 그리고 t— 검정  

 

 

2) 변수(variable)를 선택하고 귀무가설 평균 값을 10을 입력하고 대립 가설을 설정한다. 

 

 

3)  메뉴를 눌러 환경을 설정한다. 신뢰구간(interval은 양측 구간)을 선택하고 신뢰 

수준(significant level)을 선택한다. 
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4) 이제 출력 결과를 해석하면  된다. p-value=0.3796이므로 유의수준 0.05 (5%)에서 귀무가

설이 채택된다. 즉 몸무게는 10 이상이라고 말할 수 없다. 

 

 

 

2.5.5. 비모수 방법은? 

불행히도 메뉴에 없다. 아무리 찾아보아도 이제 절망이다. 내가 프로그램을 해야 하나? 

그래도 이 정도는 가능하지. 우선 를 눌러 프로그램 에디터로 프로그램을 복사한

다. (2.5.4.절 참조) 그리고 가볍게 수정하면 된다. 

 

1) 중앙값이 10인가를 검정하는 것이므로 우선 원래 자료에서 10을 빼 주는 data step이 반

드시 필요하다. 그리고 univariate procedure를 사용한다. 
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2) Sign Test(부호) 결과와 Wilcoxon Ranks-sum Test (부호 순위) 결과가 출력된다.  p-value는 

양측 검정을 사용할 경우 사용되는 값이다. 2/nKM −= , 4/)1( +−= + nnTS 이다. 

 

 

3) Wilcoxon ranks-sum 검정의 경우 신뢰구간을 구하려면 각 관측치의 pairwise(쌍)의 평균이 

필요하다. 2Cn n+ 의 수만큼 pairwise 평균을 계산하고 순서 통계량을 구해야 한다. 손으로 

계산? 싫으면 다음 프로그램을…  

 

 

8Point Estimator (점 추정치): sign test에서는 자료의 중앙값이고 Wilcoxon ranks-sum 

test에서는 쌍 평균의 중앙값이다. 

 



 
 Chapter 2. 일변량 비모수 추론(SAS v8 사용) 

 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  38 

 
 

&[Extra Homework]. CLASS 자료를 SAS version 8의 분석 tool을 이용하여 분석하는 절

차를 강의 노트처럼 보이시오 

1) 키는 몸무게에 영향을 미치나? 

[이경화] 

 

2) 성별, 성별에 따른 몸무게 평균, 몸무게 자료에 대한 적절한 그래프? 

[손상록] 
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표본으로 추출 가능 

표본으로 추출 가능 

3. 독립인 두 모집단에 대한 비모수 추론 

모집단의 중앙위치에 관한 추론은 두 모집단의 관측치가 서로 독립인 경우(independent 

samples)와 각 관측치가 쌍을 이룬 경우(paired samples)로 나누어진다. 쌍 이룬 두 모집

단 중앙값 추론은 4장에서 다루기로 한다.  

 

3.0. 모수적 방법 

모수적 추론에서 중앙위치 통계량으로 (location parameter) 분포가 알려진 평균을 사용한

다. 표본의 크기가 큰 경우(대표본) 표본 평균은 정규 분포를 따르고 (중심극한정리) 소표

본의 경우는 모집단이 정규분포라는 가정이 만족되면 t-분포를 따른다. 독립인 두 모집단 

중앙위치 차이에 대한 모수적 방법은 두 모집단의 평균의 차이가 있는지 검정도 이를 이

용한다. 

 

3.0.1. 등분산 가정 

두 모집단 평균 차이에서 분산이 같다는 가정을 한다. 그 이유는 분산이 다를 경우 모집

단의 평균이 같더라도 표본 평균이 같지 않을 가능성이 높게 된다.  

 

 

                

      xµ          yµ   

 

 

 

 

1) 귀무가설: 두 모집단 분산은 같다. 22
yx σσ =  

2) 대립가설: 두 모집단 평균은 같지 않다. 22
yx σσ ≠            );( 21 nnF  

3) 검정통계량: )1;1(~
),min(

),max(
2122

22

−−= nnF
ss

ss
T

yx

yx
      기각역(α/2) 

n1=분자 표본 크기, n2=분모 표본 크기, 

4) 검정방법: 검정통계량 T의 값이 기각역 (critical region)에 속하면 귀무가설을 기각하고 

그렇지 않으면 귀무가설을 채택한다. (cf) Hartley Test (모집단 3개 이상) 
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3.0.2. 대표본 

1) 귀무가설: 두 모집단 평균은 같다. yx µµ =  

2) 대립가설: 두 모집단 평균은 같지 않다. yx µµ ≠  (양측검정) 

3) 검정통계량: 

)1,0(~
/1/1

)()(
N

nns

yx
T

yxp

yx

+

−−−
=

µµ
 where 

)2(

)1()1(

−+

−+−
=

yx

yyxx
p nn

snsn
s  

Why? 중심극한정리 

4) 검정방법: 검정통계량 T의 값이 기각역 (critical region)에 속하면 귀무가설을 기각하고 

그렇지 않으면 귀무가설을 채택한다. 

 

 

        )1,0(Normal  

    100(1-α)%신뢰구간 

         α/2          α/2  

 

  기각역       기각역 

                        2/αz−      2/αz  

 

5) 100(1-α)% 신뢰구간: yxp nnszyx /1/1)( 2/ +±− α  

3.0.2. 소표본 

1) 가정: 각 모집단의 분포는 정규분포를 따른다. 

2) 귀무가설: 두 모집단 평균은 같다. yx µµ =  

3) 대립가설: 두 모집단 평균은 같지 않다. yx µµ ≠  (양측검정) 

4) 검정통계량: 

)2(~
/1/1

)()(
−+

+

−−−
= yx

yxp

yx nnt
nns

yx
T

µµ
 

5) 검정방법: 검정통계량 T의 값이 기각역 (critical region)에 속하면 귀무가설을 기각하고 

그렇지 않으면 귀무가설을 채택한다. )2;2/( −+ yx nnt α  

 

6) 100(1-α)% 신뢰구간: yxpyx nnsnntyx /1/1)2;2/()( +−+±− α  
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3.0.3. SAS 이용하기  

19명 학생의 몸무게(pound) 자료이다. (SAS JMP class 자료) 

 

 
*)등분산 가정이 만족하지 않는 경우 근사 t-검정이나  근사 자유도를 이용한 t-검정 

(Satterthwaite 방법)을 이용하여 두 모집단 평균 차이 검정을 해야 한다. 

 

 

&  HOMEWORK #6 [due 4월 10일] 

3.1 절의 homework #6(3.2) 자료에서 각 모집단이 정규분포를 따른다고  가정하고 모수 

방법으로 알약의 두께 평균의 차이가 있는지 검정하시오. (유의수준=0.05) 
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3.1. 독립인 두 모집단 중앙 위치 차이에 대한 비모수 추론 

3.1. Median Test (중앙값 검정) 

1) 가정 (assumption)  

§ ),,,( 121 nxxx K 는 중앙값 xM 인 모집단으로부터의 확률 표본(random sample)이다.  

§ ),,,( 221 nyyy K 는 중앙값 yM 인 모집단으로부터의 확률 표본(random sample)이다. 

§ 두 확률 표본은 서로 독립이다. 

§ 두 모집단이 같은 중앙값을 갖는다면 각 표본 관측치가 총 중앙값(grand median)

보다 클 확률은 동일하다. 이를 이용하여 검정통계량이 유도된다. 

2) 가설 (hypothesis) 

§ 귀무 가설: yx MMM ==  

§ 대립 가설: yx MM ≠  (median 검정의 경우 단측 검정도 가능하지만 매우 복잡) 

3) 검정 통계량 (test statistic) 

① 귀무가설이 맞다면 각 표본에서 측정치의 반은 총 중앙값(M)보다 클 것이다. 

② 총 중앙값(M)의 추정치는 두 표본 관측치 모두를 합하여 계산한 중앙값이다. 즉 

( 21 nn + )개의 관측치 중 중앙값을 계산한다. 

③ 위에서 계산된 중앙값에 의해 다음과 같이 교차표를 계산하다. 

 표본  

계산된 중앙값보다 1 (X) 2 (Y) total 

큰 관측치 수 A B A+B 

작은 관측치 수 C D C+D 

Total A+C=n1 A+C=n2 N=n1+n2 

 

④ 만약 귀무가설이 2/1nCA == , 2/2nDB == 가 만족될 것이다. 

⑤ 21 nn + 이 홀수인 경우 계산된 중앙값과 관측치가 같아지는 경우가 발생하는 경우 

그 관측치를 버리고 검정 통계량을 계산하거나 중앙값보다 작은 관측치에 포함한다.  

(귀무가설 기각할 확률을 적게 만든다) 

⑥ Hyper-geometric distribution 

주머니에 동일한 구슬이 N개가 들어 있는데 그 중 파랑 구슬이 M개이고 나머지는 

빨강 구슬(N-M)이 들어 있다. 구슬을 K개를 (without replacement: 비복원) 무작위로  

추출했을 경우 파랑 구슬의 수를 x라 할 경우 x는 초기하 분포를 따른다고 한다. 

Kx

K
N

xK
MN

x
M

KMNxH ,,2,1,0,
)(

))((
),,|( K=

−
−

= , 
N

KMxE =)( , )
)1(

))((
()(

−
−−

=
NN

KNMN
N
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⑦ 초기하 분포의 Median Test 이용:  N은 구슬 수,  n1는 주머니 파랑 구슬 수,  n2는 주

머니 빨강 구슬 수, A는 파랑 구슬 수 x, (A+B)는 무작위로 뽑은 구슬 K이다. 

)(,,2,1,0,
)(

))((
),,|(

21

BAA

BA
N

B
n

A
n

KMNAH +=

+

= K  

⑧ Binomial approximation to Hyper-geometric distribution  

§ 대표본(N이 클 경우) 의미는 ),min( npqnp >5이어야 한다. 

§ 대표본이 성립하면 ),(~)/,|(~),,|( npqnpNomalNMpKnxBinomialKMNxH ==  

§ 검정 통계량 분포 

)1,0(~
)/1/1)(ˆ1(̂

)/()/(

21

21 Normal
nnpp

nBnA
T

+−

−
= : 중심극한정리 

⑨ 초기하 분포표를 이용하거나 정규분포 근사를 이용하여 가설을 검정한다. 

 

;EXAMPLE; 심근 경색 환자들의 두 그룹(X, Y) 심장 발작 지수의 차이가 있는지 비모

수 검정하시오. (유의수준=0.05) 

그룹 X 25 25 17 26 18 30 24 21 13 30 20 23 26 12 20 37 

 9 17 37 20 11 32 16 31 46 20 25 17 36 54 8 26 

그룹 Y 31 21 38 19 38 41 68 28 43 42 30 20 29 13 32 30 

 

1) 귀무가설: 두 모집단 중앙값은 같다. yx MM =  

2) 대립가설: 두 모집단 중앙값은 같지 않다. yx MM ≠  (양측검정) 

3) 검정통계량: 

 표본  

계산된 중앙값보다 X Y total 

큰 관측치 수 12 12 24 

작은 관측치 수 20 4 24 

Total 32 16 48 

45.2
)16/132/1)(5.01(5.0

)16/12()32/12(
−=

+−

−
=T  5.048/)1212(ˆ =+=p  

4) 결론: 검정통계량 값이 기각역에 속하므로 )96.1( −<  귀무가설을 기각한다. 즉 X 그

룹과 Y 그룹 환자들의 발작 지수가 서로 다르다고 말할 수 있다. 위의 교차표

를 살펴보면 X 그룹의 환자들의 지수가 더 높다고 할 수 있다.(why?)  

 



 
 Chapter 3. 독립인 두 모집단에 대한 비모수 

 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  44 

 
 

: 참고: )( 21 nnn += 이 큰 경우 Median test는 동질성(homogeneity) 검정을 위한 2χ -검

정을 (교차표 검정) 이용할 수 있다. How? 

 

&  HOMEWORK #6 계속 [due 4월 10일] 

The quality control manager with a drug manufacturer wishes to know whether two methods 

of producing a particular tablets result in a difference between the median thick-nesses. A 

random sample of tablets is drawn from batches produced by the two methods. The following 

table shows the results, which have been coded for computational convenience. Do these 

data provide sufficient evidence to indicate that the two population medians are different? Let 

05.0=α  

 

Method Thickness 

A 51 42 45 48 52 44 58 41 52 44 45 52 61 60 41 

B 40 47 36 39 37 46 43 55 53 56 
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3.2. Mann-Whitney Test 

1) 가정 (assumption)  

§ ),,,( 121 nxxx K 는 중앙값 xM 인 모집단으로부터의 확률 표본이고 ),,,( 221 nyyy K

는 중앙값 yM 인 모집단으로부터의 확률 표본이다. 

§ 두 확률 표본은 서로 독립이다. 

§ 두 모집단이 다르다면 중앙의 위치에만 차이가 있다. 

2) 가설 (hypothesis) 

§ 귀무 가설: yx MMM ==  

§ 대립 가설: yx MM ≠  (양측 검정) yx MM <  혹은 yx MM >  (단측 검정) 

3) 검정 통계량 (test statistic) 

① 두 표본 ),,,( 121 nxxx K 과 ),,,( 221 nyyy K 을 크기 순으로 정렬한 후 순위(rank)를 

매긴다. 관측치 크기가 같으면 평균으로 순위를 사용한다. 

② 만약 모집단 X가 Y보다 중앙값이 크다면 ),,,( 121 nxxx K 의 순위 합이 ),,,( 221 nyyy K  

순위 합보다 클 것이다. 반대의 경우도 같은 개념이 성립한다. 

③ 검정통계량 
2

)1( 11 +
−=

nn
ST , S=표본1 관측치의 순위 합. 

4) 결정 이론 

① 양측 검정일 경우 T가 매우 크거나 작은 경우 귀무가설을 기각한다. 표C에서

(Mann-Whitney 표: 2/αw  기각역) 계산된 검정 통계량이 2/αw 보다 적거나 2/1 α−w 보

다 큰 경우 귀무 가설을 기각한다. 2/212/1 αα wnnw −=−  

② 대립 가설이 yx MM < 단측 검정은 T가 αw 보다 적은 경우 귀무 가설 기각 

③ 대립 가설이 yx MM > 단측 검정은 T가 α−1w 보다 큰 경우 귀무 가설 기각 

 

: Large sample Approximation: 1n 이나 2n 가 20 이상이어서 표C를 사용할 수 없는 경

우 다음 정규분포 근사를 이용하여 가설을 검정하면 된다. 

12/)1(

2/

2121

21

++

−
=

nnnn

nnT
z  
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;EXAMPLE; 두 그룹(X, Y) 사이의 점수의 차이가 있는지 비모수 검정하시오. (유의수준

=0.05) 

그룹 X 11.9   11.7   9.5   9.4   8.7   8.2   7.7   7.4   7.4 

7.1   6.9   6.8   6.3   5   4.2   4.1   2.2 

그룹 Y 6.6   5.8   5.4   5.1   5   4.3   3.9   3.3   2.4   1.7 

 

1) 귀무가설: 두 모집단 중앙값은 같다. yx MM =  

2) 대립가설: 두 모집단 중앙값은 같지 않다. yx MM ≠  (양측검정) 

3) 검정통계량: 

5.1432/)117(175.296 =+−=T  

4) 결론: 표C에서 10,17 21 == nn 경우 025.02/ ww =α =46 & 4610*17975.02/1 −==− ww α =124

이므로 검정통계량은 기각역에 속한다. 두 그룹의 중앙값은 차이가 있고 그룹 

X의 중앙값이 크다고 말할 수 있다. (Why?)  

 

: p-value를 구할 수 있나?: Yes, but approximation. 10,17 21 == nn .인 경우 5.143=T 는 

14426)10)(17( =− 와 13535)10)(17( =− 사이 값이므로 001.02005.02 ×>>× p 사이의 값이다. 

 

SAS 이용하기 
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& HOMEWORK #6 계속 [due 4월 17일] 
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3.3. 신뢰구간 

일변량 신뢰구간과 같이 귀무가설(두 모집단 중앙값은 같다 yx MM = )을 기각하지 않는 

모수들의 영역이 가장 많이 사용된다. 유의수준 α 하에서 귀무가설을 기각하지 않는 모수

의 영역들을 100(1-α )% 신뢰 구간이라 한다. 

 

Median Test를 이용한 신뢰 구간 

Median 검정의 경우 Approximation 이론에 의해 다음을 검정 통계량으로 사용하였다. 

)1,0(~
)/1/1)(ˆ1(̂

)/()/(

21

21 Normal
nnpp

nBnA
T

+−

−
=  

그러므로 두 모집단 중앙값 차이( yx MM − )의 100(1-α )% 신뢰구간은 

)/1/1)(ˆ1(̂)/()/( 212/21 nnppznBnA +−±− α , 
21

ˆ
nn
BA

p
+
+

=  

 

;EXAMPLE; Median Test에 있는 심근 경색 환자들의 두 그룹(X, Y) 심장 발작 지수 중

앙값 차이에 대한 95% 신뢰수준을 구하시오. (43 page) 

)16/132/1)(48/241)(48/24(96.1)16/12()32/12( +−±−  

 

Mann-Whitney Test를 이용한 신뢰 구간 

M-W 방법은 순서를 고려한 방법이므로 다음 절차에 의해 신뢰구간을 구한다. 

1) 우선 각 표본 관측치를 크기 순으로 나열한 후 교차 표를 만든다. (X를 열, Y를 행) 

2) 우선 두 모집단의 차이( ii yx − )를 구하여 (개수= 21nn ) 이를 크기 순으로 정렬한다. 

3) Mann-Whitney 표로부터 ( 21 ,nn )에 대응하는 2/αw 를 구한다. 

4) (100-α)% 신뢰구간의 하한(lower bound)은 2/αw 번째 작은 차이이고, 상한(upper bound)

은 2/αw 번째 큰 차이이다. 
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;EXAMPLE; 다음 표본 자료를 이용하여 두 모집단 중앙값 차이에 대한 95% 신뢰구간

을 구하시오. 

X 77  82  85  86  86  86  89  91  92  93  100 

Y 65  65  73  75  77  78  83  85  90  97 

 

1) 우선 각 표본 관측치를 크기 순으로 나열한 후 교차 표를 만든다. (X를 열, Y를 행) 

 

 

2) 우선 두 모집단의 차이( ii yx − )를 구하여 (개수= 21nn ) 이를 크기 순으로 정렬한다. 

3) Mann-Whitney 표로부터 ( 10,11 )에 대응하는 2/αw  값은 27이다. 

4) 95% 신뢰구간의 하한(lower bound)은 27번째 작은 차이 값 1이고 상한(upper bound)

은 27번째 큰 차이 값인 17이다. 
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3.4. 산포도 차이 검정 

3.4.1. 모수적 방법 

독립인 두 모집단의 산포도(dispersion) 차이가 있는지 검정하는 방법 

� 모수적 방법: F-검정 

1) 귀무가설: 두 모집단 산포도는 같다. 22
yx σσ =  

2) 대립가설: 두 모집단 산포도는 같지 않다. 22
yx σσ ≠  (양측검정) 

3) 검정통계량: ),(~
),min(

),max(
2122

22

nnF
ss

ss
F

yx

yx=  

4) 결론: 표에 의해 검정 통계량 값이 기각역에 속하면 산포도가 같지 않다. 

&  HOMEWORK #7 [due 5월 8일] 

미국과 한국의 소득 분포의 산포도 차이가 있는지 알아보기 위하여 자료 조사하여 다음을  

얻었다. (단위: 천$)  산포도가 같은지 검정하시오. (유의수준=0.05) 

미국 12.3/50/50 === xx sxn  한국 87.2/10/30 === xy sxn  

 

3.4.2. 비모수 방법: Ansari –Bradley 방법 

1) 귀무가설: 두 모집단 산포도는 같다. 22
yx σσ =  

2) 대립가설: 두 모집단 산포도는 같지 않다. 22
yx σσ ≠  (양측검정) 

3) 검정통계량: 두 모집단 표본 자료를 하나로 하여 크기 순으로 정렬한다. 양 끝에서 

순위를 부여한다. X 집단의 순위 합을 검정 통계량으로 사용한다. Ansari –Bradley  

표를( 1n =X집단 표본 수, 2n =Y집단 표본 수) 이용하여 가설 검정한다. 

 

;EXAMPLE; 그룹(X, Y) 사이의 산포도의 차이가 있는지 검정하시오. (유의수준=0.05) 

그룹 X 3.84   2.6   1.19   2 

그룹 Y 3.97   2.5   2.7    3.36   2.3 

1) 귀무가설: 두 모집단 산포도는 같다.  

2) 대립가설: 두 모집단 산포도는 같지 않다. (양측검정) 

3) 검정통계량: 

관측치 정렬 1.19   2   2.3   2.5  2.6   2.7   3.36   3.84   3.97 

집단 (group)  X    X    Y     Y    X    Y    Y      X      Y   

순위   1    2    3     4     5    4     3     2       1 

검정통계량 T=1+2+5+2=10 ( 1n =4, 2n =5) 유의수준 0.05이므로 0.025와 0.975에 가장 근

사한 값의 T를 찾으면 T=16(0.0159)과 8(0.9603)이다. 그러므로 계산된 검정 통계량 값이 

8이하이거나 16이상인 경우 기각한다. 
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4) 결론: 계산된 검정 통계량 값이 10이므로 기각역( 16≥T  혹은 8≤T )에 속하지 않으

므로 유의수준 5%하에서 귀무가설을 기각할 수 없다. 도 모집단의 산포도는  

같다고 할 수 있다. 

: Large sample Approximation: Ansari-Bradley 표는 2021 ≤+ nn 인 경우 제한적인 값

에 대해 표를 제공하고 있다. 표본 수가 큰 경우 다음 근사 분포를 이용하면 된다. 

)1,0(~
)]1(48/[)2)(2(

]4/)2([

21212121

211* N
nnnnnnnn

nnnT
T

−+−+++

++−
=  if 21 nn + 이 짝수 

)1,0(~
)(48/))(3)(1(

)](4/)1([
2

21
2

212121

21
2

211* N
nnnnnnnn

nnnnnT
T

+++++

+++−
=  if 21 nn + 이 홀수 

&  HOMEWORK #7 [계속] 

다음은 자폐증 증상이 있는 그룹과 그렇지 않은 그룹의 뇌 Dopamine 흡수 정도를 측정

한 것이다. 산포도가 같은지 비모수 검정하시오. (유의수준=0.1) 

자폐증  433   347   328   607   478 

증상 없음 428   372   434   425   336 

SAS 이용하기 
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4. 쌍 이룬 (paired) 두 모집단 
“before and after”, “pre and post” 자료로부터 처리 효과에 (treatment effect) 유무에 대한 

차이 검정을 실시할 경우 두 집단은 서로 독립이 아니다. 이런 형태 자료를 짝진(paired) 

표본이라 한다.  3장의 독립인 두 모집단에 대한 추론과는 달리 짝진 표본의 경우 짝 이룬 

두 표본의 차이가 유의한지(0인지)를 추론하게 된다. 

독립인 두 모집단 처리 효과 초론 ⇔ 짝진 표본의 처리 효과 검정 

yx uu = ??? yx −  ⇔ 0=− YX ??? iii yxd −=  

짝진 집단의 자료는 다음과 같이 표현된다. ),(,),,(),,( 2211 nn yxyxyx K  

 

4.0. 모수적 방법 (paired t-test) 
관측치의 차이 )( iii yxd −=  이용하여 차이를 검정하게 된다.  

1) 가설 (hypothesis) 

§ 귀무가설: 0=dµ (처리 효과의 차이가 없다, 집단의 평균 차이가 없다) 

§ 대립가설: 0≠dµ  (양측 검정) 0>dµ 혹은 0<dµ  (단측 검정) 

2) 검정 통계량 (test statistic) 

① 쌍을 이룬 관측치에 대해 )( iii yxd −=  계산한다. 

② id 의 평균( d )을 구한다. 이제 이를 이용하여 일변량 모집단 평균에 대한 가설 검

정을 시행하면 된다. 

③ 검정통계량 
ns

DT
d /

= ~ )1,0(Normal (대표본) ~ )1( −nt  (소표본: 모집단이 정규분포라

는 가정이 필요) 

3) 결정 (decision rule): 정규분포나 t-분포를 이용하여 p-value를 구하거나 기각역 을 이용

하여 가설을 검정하면 된다. 

 

&  HOMEWORK #8 [due 5월 10일] 다음은 10명에 대해 광고 전후 상품에 대한 선호도를  

조사한 자료이다. 광고 전과 공고 후의 상품 선호도가 차이가 있는지 검정하시오.  

만족도 점수의 분포는 정규분포를 따른다. (유의수준=0.05) SAS를 이용하시오. 

사람 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

광고 전 50 25 30 50 60 80 45 30 65 70 

광고 후 53 27 38 55 61 85 45 31 72 18 
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4.1. Sign Test 

대응하는 관측치의 차이의 부호를 이용하여 차이의 유의성을 검정하는 방법이다. + 부호

와 – 부호의 수가 비슷하면  차이가 없는 것이고 한쪽 부호의 수가 월등히 많으면 귀무가

설(차이가 없다)을 기각하게 된다. 이제는 이 방법 사용에 익숙해졌으리라 믿는다. 

 

1) 가정 (assumption)  

§ 자료는 ),(,),,(),,( 2211 nn yxyxyx K  서로 대응하고 iii xyd −= 가 계산된다. 

§ id 은 서로 독립이다. 

2) 가설 (hypothesis) 

§ 귀무가설: 0=dM  (짝진 표본의 중앙값의 차이는 0이다) 

§ 대립가설: 0≠dM  (양측 검정) 0>dM 혹은 0<dM  (단측 검정) 

3) 검정 통계량 (test statistic) 

① iii xyd −= 의 부호를 정한다. 만약 0=id 이면 분석에서 제외한다. + 부호 개수와 – 

부호 개수 중 작은 것은 검정 통계량 K로 한다. 

② p-value를 계산: 단축검정 경우 )5.0,|Pr( nkK ≤ , 양측검정 경우 )5.0,|Pr(2 nkK ≤×  

4) 결정 이론 

계산된 p-값과 유의수준 α보다 크면 귀무가설을 채택하고 작으면 기각한다. 

 

;EXAMPLE; 10마리의 쥐를 임의 추출하여 혼자 있을 때와 다른 쥐와 함께 있을 때의 

심장 박동을 측정한 것이다. 함께 있을 때 심장 박동이 혼자 있을 때보다 큰지 유

의성을 검정하시오. (유의수준=0.05) W. Daniel ‘Applied Nonparametric Statistics’ 

쥐 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

혼자 463 462 462 456 450 426 418 415 409 402 

함께 523 494 461 535 476 454 448 408 470 437 

부호 - - + - - - - + - - 

 

1) 귀무가설: 심장 박동의 차이가 없다. 0=dM  

2) 대립가설: 심장 박동의 차이가 있다. 0<dM  (단측 검정) 

3) 검정통계량: 2=K  

4) 결론: p-값= 0547.0)5.0,10|2Pr( ===≤ pnK 이므로 귀무가설을 기각하지 못한다. 즉 

심장 박동에는 차이가 없다. 
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&  HOMEWORK #8  계속 [due 5월 10일] Solve the following problems. 
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4.2. Wilcoxon Matched pairs Singed Ranks Test 

짝진 표본의 차이를 검정하는 방법으로 대응하는 관측치의 차이 부호를 이용하여 Sign 

test 방법을 사용할 수 있듯이 차이의 크기(순위)까지 고려한다면 WSR 검정을 사용할 수 

있다. 방법은 2장의 WRS 방법과 동일하다. 

1) 가정 (assumption) 

§ 자료는 ),(,),,(),,( 2211 nn yxyxyx K  서로 대응하고 iii xyd −= 가 계산된다. 

§ id 은 서로 독립이고 분포는 좌우 대칭이다. 

2) 가설 (hypothesis) 

§ 귀무가설: 0=dM  (짝진 표본의 차이의 중앙값은 0이다) 

§ 대립가설: 0≠dM  (양측 검정) 0>dM 혹은 0<dM  (단측 검정) 

3) 검정 통계량 (test statistic) 

① iii xyd −= 을 계산한다. 물론 0=id 이면 그 자료는 제외한다. 

② 절대값의 크기에 따라 |||| iii xyd −=  정렬하여 순위를 구한다. 

③ iii xyd −= 의 부호에 따라 순위에 부호를 붙이고 + 부호인 순위 합( +T )과 – 부호

인 순위 합( −T )을 구한다. 

④ 양측 검정이면 검정 통계량으로 ),min( −+= TTT  사용한다. 

⑤ 단측 검정 0>dM 이면 검정 통계량으로 −= TT  사용한다. 

⑥ 단측 검정 0<dM 이면 검정 통계량으로 += TT  사용한다. 

4) 결정 이론 

§ Wilcoxon 표를 (WRS 표) 참조하여 가설을 검정한다. 표에는 표본의 크기 n에 따라 

단측 검정의 경우 기각역 (critical region)과 거기에 대응하는 α값이 나타나 있다.  

§ 그러므로 양측 검정인 경우는 α/2에 근사한 값을 찾아 가설 검정하면 된다.  

§ 검정 통계량이 기각역에 포함되어 있으면 귀무가설을 기각하고 반대의 경우 귀무가

설을 채택한다. 

 

;EXAMPLE; 폐병 치료제 효과를 알아보기 위하여 9명의 환자를 대상으로 치료제 복용 

전과 후의 동맥 압력을 측정하였다. 동맥 압력이 떨어졌는지 검정하시오 (유의수준

=0.05) W. Daniel ‘Applied Nonparametric Statistics’ 

사람 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

복용 전 33 17 30 25 36 25 31 20 18 

복용 후  21 17 22 13 33 20 19 13 9 

 

1) 귀무가설: 동맥 압력 차이가 없다. 0=dM  
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2) 대립가설: 치료 후 동맥 압력이 떨어졌다. 0<dM  (단측 검정) 

3) 검정통계량: 

 

4) 결론: n=8이고 0=+T 이므로 WRS 표에 의하면 p-값은 0.0039이다.  (단측 검정) 그러

므로 유의 수준 0.05하에서 귀무가설은 기각되고 치료제가 동맥 압력을 낮춘다고 말

할 수 있다. 

&  HOMEWORK #9 [due 5월 15일] 
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4.3. 신뢰 구간 
신뢰 구간을 구하는 방법도 동일하다. 다른 점이 있다면 우선 )( iii yxd −= 을 구한 후 이

을 가지고 순서 통계량을 구하거나 쌍들의 평균을 구하는 것만 다를 뿐 다른 것은 동일하

다. Sign test 방법은 2.2.2절, WRS 방법은 2.3.2절을 참조하여 다음 숙제를 함으로써 기억

을 되살리기 바란다. 

 

&  HOMEWORK #9 계속 [due 5월 15일]  동맥 압력을 떨어뜨리는 치료제의 효과가 있는

지 알아보기 위하여 11명을 임의 추출하여 다음 자료를 얻었다. 동맥 압력의 차이

에 대한 95% 신뢰구간을 Sign 검정과 WRS 방법을 이용하여 구하시오. 

 
 

 

4.4. 교차표의 수준이 짝을 이룬 경우 (McNemar 검정) 

수준이 짝을 이루었다는 것은 무슨 뜻인가? 예를 들어 보자. 새로운 이슈가 발생한 경우 

A 대통령 후보에 대한 지지 여부가 바뀌었는지 알아보거나 (물론 이 경우 동일 응답자,  

즉 패널(panel) 구성), 안전 벨트 착용 거부여부가 교육 전후에 바뀌었는지 알아보고자 할 

때 사용되는 방법이다. 전후 사이에 응답 대상이나 실험 대상이 바뀌는 경우나, 전현 다

른 것을 측정하는 경우(즉 수준이 달라지는 경우)는 McNemar 방법을 사용할 수 없다. 

 

4.4.1. 실험 상황 

다음 교차표는 McNemar 검정 방법을 사용할 경우  

  After  

  Yes No Total 

Yes A B A+B 
Before 

No C D C+D 

 Total A+C B+D N 
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N=응답자 총수 

A=실험 전후 모두 YES인 응답자 

D=실험 전후 모두 NO인 응답자 

B=실험 전 YES, 실험 후 NO 

D=실험 전 No, 실험 후 YES 

4.4.2. McNemar 방법 

반드시 동일 실험 대상이 전후에 사용되어야 하고 같은 개념을 묻거나 실험해야 한다.  

McNemar는 이 방법을 수준이 2개(Yes, No)인 경우만 제안했으나 Bennett & Underwood가 

3개 이상인 경우로 확대하였다. 

편의를 위하여 수준이 2개인 경우를 가설 검정 순서를 살펴보기로 하자. 

1) 가설 (hypothesis) 

§ 귀무가설: 21 pp =  (실험 전의 yes 비율과 실험 후의 yes 비율이 같다) 

§ 대립가설: 21 pp ≠  (양측 검정) 21 pp > 혹은 21 pp <  (단측 검정) 

2) 검정 통계량 (test statistic) 

표본 추정치: 
N

BAp +=1ˆ , 
N

CAp +=2ˆ   표본 추정치 차이: 
N

CBpp −=− 21 ˆˆ  

귀무가설이 맞다면 0/)( =− NCB 이므로 이를 이용하여 McNemar는 검정 통계량으

로 다음을 제안하였고 이가 성립하기 위해서는 (B+C)가 적어도 10이상이어야 한다. 

)1,0(~ Normal
CB

CB
z

+

−
=  

;EXAMPLE; 안전벨트 교육 효과를 알아보기 위하여 85명을 임의로 선택하여 교육 전 

벨트 작용 여부와 교육 후 벨트 작용 여부를 조사하여 아래 표를 만들었다. 교육 

효과가 있는지 검정하시오 (유의수준=0.05) 

  교육 후  

  Yes No Total 

Yes 7 37 41 
교육 전 

No 26 15 44 

 Total 33 52 85 

 

1) 가설 (hypothesis) 

§ 귀무가설: 21 pp =  (교육 전후 벨트 착용 비율의 같다) 

§ 대립가설: 21 pp <  (교육 후 벨트 착용 비율이 높아졌다) 

2) 검정 통계량 (test statistic): 385.1
2637

2637
=

+

−
=z  그러므로 p-value= )38.1( ≥zpr =0.084

이므로 귀무가설을 기각하지 못한다.  
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4.2.3. SAS 이용하기 (McNemar 검정) 

 

� order=data 옵션은 자료 입력 순서대로 수준이 출력된다. 

� nopercent 옵션은 각 셀의 비율을 출력하지 않는다. 

� norow는 셀의 향 비율을 출력하지 않는다. McNemar 검정에는 이 비율이 필요

하지 않기 때문이다. 

 

� SAS가 사용하는 검정통계량은 정규분포 
CB

CB
z

+

−
= 이 아니라 

CB
CB

+
−=

2
2 )(χ  

Chi-square 통계량 값이다. 같은 결론에 도달하는가? 그렇다. 이유는? 

 

 

&  HOMEWORK #9 [due 5월 15일] McNemar 검정이 가능한 자료를 수집하고 분석하시오..  
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5. 독립성, 동질성 검정 
두 변수가 서론 연관(associate)을 맺고 있는지 관심을 갖게 될 때 변수들간의 독립성을  

알아본다고 한다. 예를 들면 학생들의 영양 상태와 성적간의 관계가 있는지, 취득 학위와 

소득 수준간의 관계가 있는지 알아보는 것을 변수간의 독립성(independence) 검정이다. 

자료(변수)들의 분포가 동일(likeness)한지를 살펴보는  것을 동질성(homogeneity) 검정이라  

한다. 예를 들어 보자. 독립인 두 모 비율을 검정하는 경우(남자의 성 경험 비율과 여자의  

성 경험 비율의 차이가 있는가) 귀무가설은 210 : ppH =  설정하여 z-검정이나 t-검정을 시

행할 수 있다. 만약 이 귀무가설을 “두 모집단이 동질하다” 한다면 동질성 검정을 통해 비

율의 차이가 있는 검정하게 된다.  

독립성 검정이나 동질성 검정은 2χ -검정(Chi-Square)을 실시한다. 또한 각 변수들은 분류

형이므로 두 변수 간의 관계를 알아보기 위하여 빈도표 2개를 겹치게 되는 이를 교차표

(cross-tabulation) 혹은 분할표(contingency table)라 부르기도 한다. 

 

5.1. Chi-Square 분포  

정규 분포(평균= µ , 표준편차= σ )를 따르는 변수 X를 다음과 같이 표준화하면 Z는 표준

정규분포(평균=0, 표준편차=1)를 따른다. 

)1,0(~ NormalXZ
σ

µ−=  

표준 정규분포를 따르는 확률변수 Z의 제곱은 자유도 1인 2χ 분포를 따른다. 

)1(~)( 222 =−= dfXZ χ
σ

µ
 

: 알아두기 

� 자유도 k 인 Chi-Square 분포 함수는 다음과 같다. 

2/1)2/(
2/2)2/(

1
)( xk

k
ex

k
xf −−

Γ
= , ∞<≤ x0  

� 자유도 k 인 Chi-Square의 평균은 k 이고 분산은 k2 이다. 

� 각각 )1(2 =dfχ  분포를 따르고 서로 독립인 변수 kWWW ,, ,21 K 의 합은 자유도

가 k인 Chi-square 분포를 따른다. ∑ == )(~ kdfWY i χ  

� )1(~ 2 mdfW =χ 이고 )2(~ 2 mdfV =χ 분포를 따르고 서로 독립인 경우 두 변수

의 비율은 F-분포를 따른다. )2,1(~
2

/
1

mmF
m
V

m
WH =  

� 자유도 2=k  Chi-Square 분포는 지수분포(exponential dist.: 2=β ) 따른다. 
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� 자유도에 따른 Chi-Square 확률 밀도 함수를 그리면 다음과 같다. 

         자유도(df)=2 

 

                        df=4 

 

          df=6 

 

 

 

5.2. Contingency Table 

독립성과 동질성 검정은 분류형 변수인 두 변수간의 관계를 살펴보는 것으로 자료가 가진 

정보를 분할표로부터 얻어지고 관련 검정통계량도 계산된다.  

변수1의 위치에 설명 변수, 변수 2의 위치에 종속 변수(반응 변수)를 두는 것이 좋다. 예

를 들어 영양 상태와 학점의 관계를 보는 경우 영양 상태가 설명 변수의 역할을 하게 되

므로 변수1의 위치에 영양 상태를 두는 것이 좋다. 변수1의 수준이 r이고, 변수2의 수준

이 c인 경우 분할표는 다음과 같다. 

 

변수 2 
변수 1 

1 2 …  c total 

1 O11 O12 …  O1c n1. 

2 O21 O22 …  O2c n2. 

: : : : : : 

r Or1 Or2 …  Orc nr. 

Total n.1 n.2  n.c n.. 

 

독립성이나 동질성 Chi-Square 검정의 기본 개념은??? 

만약 독립이라면 (귀무가설이 성립한다면) )Pr()()Pr( BAprAB =  

그러므로 귀무가설 하에서 기대 빈도 ..
.. )
..

)(
..

( n
n

n

n
n

E ji
ij = 이다. 

검정 통계량 ∑ ∑
−

=
ij

ijij

E

EO
T

2)(
의 의미는??? 
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5.3. 독립성  Chi-Square 검정  

분류형 변수들간의 관계(associate)를 검정한다.  A학부 1학생 230명을 대상으로 남녀별 전

공 선택(3개 전공)의 차이가 있는지 알아보고자 하여 자료를 조사하여 다음 교차표를 얻

었다고 하자. 

 

전공 
성별 

A 전공 B전공 C전공 Total 

남자 75 46 23 144 

여자 30 32 24 86 

Total 105 78 47 230 

 

가정 

관심의 모집단으로부터 n명(개)을 추출하여 그 표본에서 2개의 변수를 측정하는데 이는 

모두 분류형 변수이다. 교차표를 작성하는 경우 설명 변수에 해당하는 변수가 존재하면  

행으로 둔다. 위의 예제에서는 성별이 설명 변수가 된다. 성별에 따라…  

 

가설 

귀무가설: 두 분류형 변수간의 관계가 없다. çè 두 변수는 서로 독립이다. 

� 남녀 변수와 전공 선택 변수간에의 관계가 없다. 

� 남녀별 전공 선택 변수의 차이는 없다. 

대립가설: 관계가 없다. 서로 독립이 아니다. 

� 남녀별 전공 선택의 차이는 있다 

 

검정통계량 

만약 두 변수가 서로 독립이라면  

Pr(표본 n명 중 ij 셀에 속하는 빈도) = ..
.. )
..

)(
..

( n
n

n

n
n

E ji
ij =  

위의 예에서 두 변수가 독립이라면 Pr(남자∩A전공) = Pr(남자) Pr(A전공)이다. 그러므로 

� 1행 1열의 기대 빈도는 7.65230/144105)
..

)(
..

( ..
2..1

11 =×== n
n
n

n
n

E  

� 다른 셀도 같은 방법…  2행 3열 기대 빈도 6.17230/478623 =×=E  
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만약 귀무가설이 성립하면 (독립이라면) 각 셀의 )( ijij EO − 는 0에 가까운 값일 것이다. 

검정통계량 ∑ ∑
−

=
ij

ijij

E

EO
T

2)(
는 자유도 )1)(1( −− cr  2χ -분포에 근사(approximate) 한다. 

� 68.7
6.17

)6.1724(
...

7.65
)7.6575( 22

=
−

++
−

=T )2)13)(12((~ 2 =−−=dfχ  

 

결론  

계산된 검정통계량 값이 2χ -분포표로부터 구한 기각역에 속하면 귀무가설을 기각하고 그

렇지 않으면 귀무가설을 채택한다.  

 

 

 

 

       기각역(critical region) 

       5% 

        5.99 

       7.68 

 

계산된 검정 통계량이 7.68이므로 기각역에 }99.5{>  속하므로 귀무가설이 기각되고 성별

과 전공 선택에는 관계가 있다고 할 수 있다. 그러면 어떤 관계가 있는가? 이것에 대한 

대답은 행 퍼센트를 참고하면 된다. 설명 변수가 행에 있으므로…  SAS 출력을 미리 살펴

보면 남자는 A 전공을, 여자는 B 전공을 선호한다고 말할 수 있다. 여자는 각 전공을 골

고루 택하지만 남자는 A 전공을 선호하고 있다. 

 

대립 가설이 양측 검정의 형태인데 기각역이 왜 한 쪽 방향만 고려되지라고 묻고 싶은 사

람이 있다면 묻기 전에 생각해 보라. 검정 통계량의 값이 어떻게 계산되었는지를…  그래

도 이해가 되지 않으면 머리를 벽에다 세 번 박으면 알게 될 것이다. 
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SAS 이용하기  

 

� NOCOL: 열 퍼센트를 출력하지 않는 옵션. 

� NOPERCENT: 각 셀의 퍼센트 출력을 하지 않게 하는 옵션. 

� CHISQ: 변수들간의 관계를 검정하는 검정통계량을 출력한다. 

� EXPECTED: 기대 빈도를 출력한다. 

 

� Chi-Square = 독립성 검정을 위한 2χ  검정 통계량 

� Likelihood Ratio = ∑ ∑ −−= ))1)(1((~)/ln(2 2 crdfEOO ijijij χ  

� M-H )1(~)1( 22 =−= dfrnQMH χ  r은 두 변수간의 Person 상관 계수다. M-H 검정 

통계량은 두 분류형 변수간의 선형 상관 관계를 검정한다. 그러므로 두 변수 모두 

순서형(ordinal)이어야 한다. 

� Phi, Contingency, Cramer’s coefficient는 변수의 상관계수 값. 
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;EXAMPLE; 

소득 수준과 지난 병원 방문 후 다음 병원 방문 기간의 관계가 있는지 알아보기 위하여  

2764명을 대상으로 자료를 조사하여 다음 분할표를 작성하였다. 관계가 있는지 유의수준  

5% 하에서 검정하시오. 

 
1) 귀무가설: 소득 수준과 병원 찾는 기간은 관계가 없다. (소득 수준에 따라 병원을 찾

는 기간은 차이가 없다) 

2) 대립가설: 차이가 있다. 

3) 기대빈도: 68.1532764/164025611 =×=E …  을 계산한다. 

 

4) 검정통계량: 9.47
22.241

)22.241259(
43.193

)43.193227(
68.153

)68.153186( 222
=−++−+−= KT , 자유도가 

8이므로 2χ -분포표에 의하면 기각역은 }507.15{> 이다. 귀무가설을 기각한다. 즉 소

득 수준에 따라 소득 수준이 높을수록 찾는 기간이 다소 길어짐을 알 수 있다. 

;HOMEWORK #10; (due May 17) 

1) 위의 예제를 SAS를 이용하여 가설 검정하시오. (유의수준=0.1) 

2) 다음 자료를 이용하여 안경 착용 나이가 성별에 따라 차이가 있는지 검정하시오. 수작

업으로 계산하고 SAS로도 계산하시오. 

안경 착용 나이 
성별 

15세 미만 15-19 20세 이상 합계 

남자 2 38 22 62 

여자 8 93 15 116 

합계 10 131 37 178 
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5.4. 동질성  검정을  위한  Chi-Square 검정  

분류형 변수의 동질성이란 한 변수의 각 수준의 빈도(히스토그램, 확률 밀도 함수)가 동일

한 분포의 형태를 갖고 있는지 검정하는 방법이다. 이것을 무엇을 의미하는가? 

 

변수2 
변수1 

1 2 …  c 합계 

1 O11 O12 …  O1c n1. 

2 O21 O22 …  O2c n2. 

: : : : : : 

r Or1 Or2 …  Orc nr. 

합계 n.1 n.2  n.c n.. 

 

각 수준의 히스토그램들이 같은 형태를 갖는지를 검정하는 것이 동질성 검정이다. 예를 

들어 단과 대학별로 애인 여부가 동일한 분포를 갖는가 알아보고자 할 때 동질성 검정을 

한다.  

실제 응용에서는  독립성 검정과 동질성 검정의 결과 해석에는  큰 차이가 없다. 위의 동질

성 검정 결과 학년별로  동질하지 않다는 것은 학년별 애인 여부의 차이가 있다는 것을 

의미한다. 

어떻게 동질성 검정을 하는지 2x2 분할표(이를 fourfold 분할표라 부르기도  한다) 다음 예

를 생각해 보자. 

 

결혼 여부 
성별 

예 아니오 Total 

남자 A B A+B 

여자 C D C+D 

Total A+C B+D N 

 

동질성 검정이란 성별 변수 수준의 각각에서 (남자 결혼 비율)=(여자 결혼 비율) ,  (남자 미

혼 비율)=(여자 미혼 비율)을 검정하는 것이다. 즉 남자 집단과 여자 집단이 결혼 여부면

에서 동질인가를 검정하는 것이다. 2x2 분할표의 경우 동질성 검정 통계량을 다음과 같이 

계산한다. 

검정 통계량 )1(~
))()()((

)( 2
2

=
++++

−
= df

BADCDBCA
BCADN

T χ  
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4참고 

위의 교차 분석은 독립인 두 모집단 비율의 차이 검정하는 것과 동일하므로 귀무가설: 남

자의 폐암 발생 비율( 1p )과 여자의 폐암 발생 비율이 ( 2p ) 동일한가를 검정하는 모수적 

방법을 사용할 수 있다.  

)1,0(
)/1/1)(ˆ1(̂

ˆˆ

21

21 z
nnpp

pp
T appro →

+−

−
=  

BA
B

p
+

=1ˆ , 
DC

Dp
+

=2ˆ , 그리고 
N

DBp +=ˆ  

;EXAMPLE; 

AIDS 감염 여부면에서 볼 때 A 지역 거주자와 B 거주자는 동질인가 검정하시오. (유의 수

준=0.05)  

AIDS 감염 여부 
지역별  

yes no 합계 

 A지역 20 6 26 

B지역 16 14 30 

합계 36 20 56 

 

검정 통계량 )1(~38.3
)166)(1420)(1416)(620(

)6161420(56 2
2

==
++++

×−×
= dfT χ  )1(2 =dfχ  분포표의 기

각역 }84.3{> 에 속하지 않으므로 귀무가설을 기각하지 못한다. AIDS 감염 여부면에서 두 

지역 집단은 차이가 없다고 할 수 있다. 

 

;HOMEWORK #11; (due May 22) 

학점 수준면에서 남자 집단과 여자 집단이 동질인지 검정하시오. Fourfold Chi-square 수작

업(hand calculation) 방법으로 알아보고 모수적 방법으로 검정하시오. (유의수준=0.05) 

학점 수준 
성별 

3.0 미만 3.0 이상 합계 

남자 31 19 50 

여자 17 33 50 

합계 48 52 100 

 



 
 Chapter 5. 독립성, 동질성 검정 

 
 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  69 

 
 
 

RXC 분할표인 경우 동질성 검정 

각 수준이 동질이라면(귀무가설 하에서) 셀의 기대도수는 다음과 같다. 

.
..

. )( i
j

ij n
n

n
E ×= =(전체 열 퍼센트)x(행 총 빈도) 

위의 기개 빈도는 독립성 검정 시 사용되는 기대 빈도와 동일함을 알 수 있다. 그러므로 

검정 통계량은 독립성 검정과 동일하다. 차이가 있다면 기대 빈도 계산 규칙인데 이는 귀

무가설이 다르기 때문이다. 그러나 검정 통계량의 계산 값은 두 방법 모두 동일함을 알 

수 있다. 

;HOMEWORK #11; (계속 due May 22) 

결혼 여부면에서 각 전공별 학생들이 동질인지 검정하시오. 수 작업과 SAS 이용하여 검

정하시오. (유의수준=0.05) 

결혼 여부 
전공 

미혼 결혼 합계 

A 전공 50 20 70 

B 전공 12 25 37 

C 전공 6 8 14 

D 전공 1 21 22 

합계 69 74 143 

 

 

5.5. 기대  빈도가  적은  셀  (Fisher exact test) 

독립성이나 동질성 검정하는 검정 통계량은 근사적으로 Chi-square 분포에 따른다. 근사 

조건으로는 각 셀의 기대 빈도가 5이상 (어떤 이는 10이상)이어야 한다. Cochran 은 자유

도 2 이상인 경우 기대 빈도 5 이상인 셀이 전체 20%만 넘으면 분할표에서 구한 검정 

통계량은 Chi-square 분포에 근사한다고 했다. 이처럼 근사 조건은 일치하지는  않지만 일

반적으로 Cochran의 이론을 받아들인다.  

SAS 출력 결과의 경우 기대 빈도가 5이하인 셀이 존재하는 경우 몇 개 인지 출력하게  

된다. 출력의 의미는 총 6개의 셀 중 기대 빈도가 5이하인 셀이 33%가 있다는 것이다. 

 



 
 Chapter 5. 독립성, 동질성 검정 

 
 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  70 

 
 
 

이런 경우 계산된 검정 통계량은 Chi-Square 분포에 근사하지 않는다. 이런 경우 해결책

은 무엇인가? 

독립성 검정의 경우 변수의 수준을 합쳐 셀의 수를 줄이는 방법이다. 위의 예에서 변수 X

의 수준 중 0과 1을 합쳐 하나의 수준으로 하면 이 문제는 해결된다. 셀을 합칠 경우 그

룹으로 할 수 있는 것을 합친다. 예를 들어 수준이 (상, 중, 하)인 경우 ‘상’과 ‘하’를 합치

는 것은 정말 어리석은 일이다. 수준의 의미가 상실되기 때문이다. 다음은 X 변수의 0과 

1을 1 수준으로 합친 후 교차 분석을 실시한 출력 결과이다. 

 

 

동질성 검정의 경우 Exact test를 시행하는 것이다. 물론 이 방법은 독립성 검정에도 적용

될 수 있다. 이는 근사 통계량을 이용하는 것이 아니다. 처음 이 방법을 제안한 사람은 

Fisher인데 그는 2x2 분할표의 경우 제안하였고 후에 RxC 분할표로 확대되었다. Fisher’s 

Exact test (2x2 분할표) 방법을 예제 중심으로 살펴보기로 하자. 다음은 성별 변수와 애인 

유무 변수의 관계(애인 유무면에서 남자와 여자는 동질이다) 알아보기 위하여 자료를 조

사하여 다음 분할표가 작성되었다고 하자. 귀무가설: 남자 여자 집단의 분포는 같다. 

 

애인 유무 
성별 

있음 없음 합계 

남자 5 2 7 

여자 3 3 6 

합계 8 5 13 
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이 분할표보다 극단의 분할표가 나오는 확률을 구하여 합하면 설정한 귀무가설 검정을 위

한 p-값이 된다.  

 

애인 유무 
성별 

있음 없음 합계 

남자 6 1 7 

여자 2 4 6 

합계 8 5 13 

 

애인 유무 
성별 

있음 없음 합계 

남자 7 0 7 

여자 1 5 6 

합계 8 5 13 

 

위의 3개 분할표의 나올 확률을 모두 더하면 p-값이 된다. 

N11  N12 N1. 

N21 N22 N2. 

N.1 N.2 N.. 

 

위의 분할표가 나올 확률은? 
!!!!!

!!!!

..22211211

2.1..2.1

nnnnn
nnnn

p = 이다. 그러므로 위의 세 분할표의 확률

을 각각 구하면 다음과 같다.  

3263.0
!13!3!3!2!5

!5!8!6!7 ==p , 0816.0
!13!4!2!1!6

!5!8!6!7 ==p , 047.0
!13!5!1!0!7

!5!8!6!7 ==p  

 

그러므로 p-값은 0.4126이다. 즉 두 변수간의 관계가 존재하지 않는다(혹은 남자집단과  

여자 집단은 동질이다)라고 결론지을 수 있다. 

위에서 계산된 p-값은 단측 검정의 경우 p-값에 해당한다. 검정 통계량의 분포가 좌우 대

칭이 아니므로 양측검정의 경우 p-값 계산은 다소 복잡하다. 그냥 단측 검정을 실시하거

나 SAS 출력 결과를 이용하는 것이 편리하다. 
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SAS 이용하기  

 

 
� left sided는 1행 1열이 5, 4, 3, 2, 1, 0가 되는 분할표의 확률을 더한 것이다. 

;HOMEWORK #11; (due May 22) 

면접 방법에 따른 혈압 상승 정도의 차이를 보기 위해 자료를 수집하였다. Fisher의 Exact 

test를 시행하시오. (유의수준=0.05) 수작업 계산, SAS 방법 모두 시행하시오.  

혈압 상승 
면접 방법 

높음 낮음 합계 

그룹 1 5 6 

개인 6 0 6 

합계 7 5 12 
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6. One-way layout 

서로 독립인 모집단이 3개 이상인 경우 중앙 위치를 비교 분석은 이는 일원 배치(one-

way layout) 실험 계획에 대한 분석 방법과 같다. 요인의 수준이 k인 일원 배치 실험과 k

개의 모집단 중앙 위치에 대한 비교를 위한 자료 수집을 비교하면 다음과 같다.  

 

 

 일원 배치 설계 

요인 1 2 …  반복 수 

모집단 중앙  

위치 비교 

1 11y  12y  11... ny  1n  111211 y      y   ny K  

2 21y  22y  22... ny  1n  222212 y      y   ny K  

…   …  …   …  …  

k 1ky  2ky  knky...  kn  nkkky 121 y      y   K  

 

 

   총 평균 (grand mean) 

 

모수적 방법의 경우 표본 평균을 이용하여 모집단의 평균의 차이를 검정한다. 총 평균과 

각 모집단의 평균의 차이가 크면 평균의 차이가 있을 것이다. 분산 분석은 자료의 총 변

동(SST)을 처리 변동과 (SStr: 총 평균과 각 모집단 평균차이 제곱합) 오차 변동(SSE= 

SST-SStr)으로 나누고 처리 변동이 오차 변동에 비해 많이 크면 모집단 평균의 차이가 있

다, 즉 처리 효과의 차이가 있다고 결론 내린다. 이 분석 방법이 분산 분석이고 가정은  

모집단이 2개인 경우처럼 (페이지 39 참조) 각 모집단의 분산은 등분산이어야 한다는 가

정이 필요하다. 분산 분석 방법의 경우 반복 수는 크지 않으므로 대표본 성질을 이용할  

수 없고 분산(변동)의 비(ratio)가 F-검정을 따른다는 것을 이용하여 분석하므로 가정을 하

게 되는데 이것이 정규성 가정(normality assumption)이다., 

등분산 가정이나 정규성 가정이 만족하지 않는 경우 사용되는 비모수 검정 방법으로는  

Median 검정 일반, Kruskal-Wallis 분석 방법이 있다. 정규성이나 등분산성 가정 성립에 확

신이 없으면 비모수적 방법을 사용해야 한다. 실험 계획에서 분산 분석에서 반복 수의 크

기가 크지 않으므로(표본의 크기) 정규성이나 등분산 가정을 검정하는 것을 현실적으로  

불가능하고 실험 계획에서는 측정치 수집 절차를 분석자가 관리하므로 실험 계획에서의  

분산분석은 일반적으로 두 가정이 만족하다고 가정한다. 



 
 Chapter 6. One-way layout (분산 분석) 

 
 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  74 

 
 
 

6.1. 모수적  방법  (분산  분석 : Analysis of Variance: ANOVA) 

실험 설계 

요인의 수준이 t 개이고 각 수준의 반복 수를 tn 라고 한다면 다음과 같은 실험 설계 표를 

만들고 각 셀에 1-n까지 번호를 차례로 매긴다. 난수표에 의해 실험 순서를 정하고 실험

을 실험 단위(unit)에 실시하면 된다. 그러므로 일원 분산의 실험 설계는 각 셀에 번호를  

부여한 후 난수를 이용하여 실험 순서를 결정하므로 이를 완전 임의 실험 설계(CRD: 

Completely Randomized Design)라 부르기도 한다. 

비료 종류(A, B, C)에 따른 벼 수확량의 차이를 알아보기 위하여 실험을 한다고 하자. 반

복 수는 각 비료에 대해 4번을 한다면 실험을 위해 총 12곳의 경작지가 필요하다. 

① ② ③ 

④ ⑤ ⑥ 

⑦ ⑧ ⑨ 

⑩ ⑪ ⑫ 

12 경작지가 땅의 비옥도가 동일하다면 CRD 방법을 이용하여 실험하면 된다. 난수표를  

이용하여 임의로 비료를 배정할 수도 있지만 총 실험 수가 많지 않으므로 12 장의 종이

에 각 번호를 적고 던진 후 하나씩 선택하여 실험을 배정하면 된다. 만약 1, 5, 2, 7, 12, 10 

… , 3 순으로 선택하였다면 

① A ② A ③ C 

④ B ⑤ A ⑥ B 

⑦ A ⑧ C ⑨ C 

⑩ B ⑪ C ⑫ B 

만약 경작지 아래 개천이 흐른다면 물로부터 거리에 따라 땅의 비옥도의 차이는 있을 것

이므로 CRD 방법은 적합하지 않다. 물의 위치에 따라 경작지를 나누고(블록화:block) 각 

블록 내에서 각 비료를 하나씩 임의(randomized)로 배정하는 실험 계획을 실시하면 된다.  

이를 Randomized Block Design이라 한다. 

A B C 

A C B 

C A B 

B C A 
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예제 자료 

다음은 3개 호수의 산소량의 차이가 있는지 알아보기 위하여 각 호수의 중앙에서 깊이 

1m 의 물로부터 산소량(ppm)을 측정한 자료이다. 호수에서 위치에 따라 산소량의 차이가 

있을 것이므로 10곳을 선택하여 각 산소량을 측정한 것이다. 

 

Lake Observation 

1 0  2  1  3  1  2  3  4  1  5 

2 1  3  4  6  8  7  5  3  4  5 

3 14  26  25  18  19  22  21 16  20  30 

 

           Y(산소량)  

모형 ijiijiij eeuy +=++= µτ  injki ,,2,1  ,2,1 KK ==  

추정치:  )()()( yyyyyy iiijij −+−=−  

변동: ∑ ∑∑∑∑ ∑ −+−=− 222 )()()( yyyyyy iiijij  

  SStrSSESST +=  

 

               1        2        3 

가정  ),0(~ 2σNormale ij            

: 등분산 가정 검정: 분산분석에서 등분산 가정은 Hartley’s test를 이용하면 된다. 

귀무가설: 22
2

2
10 : tH σσσ === K  

검정통계량: )1분모표본크기1,분자표본크기:자유도(~
)min(

)max(
2

2

max −−= F
s

s
F

i

i  

: 등분산(Homoscadicity)dl 만족하지 않아 이분산(Heteroscadicity)이면 다음과 같이 자

료 변환을 시행할 수 있다. 

ku=2σ   è  yy =*  

22 ku=σ  è  )log(* yy =  
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모형 유의성 검정 (분산 분석표) 

 

Source DF SS MS  

Treatment t-1 ∑∑ −= 2)( yySStr i  )1/( −= tSStrMStr  

Error n-t SStrSSTSSE −=  )/( tnSSEMSE −=  MSE
MStrF =  

Total n-1 ∑ ∑ −= 2)( yySST ij   ~ ),1( tntF −−  

 

사후 검정 (Post-hoc test) 혹은 다중 비교 (multiple comparison) 

분산 분석의 F-검정은 단지 귀무가설 tuuuH === ...: 210  즉 전체적인 차이를 검정하는 

것이다. 그러므로 수준별 차이(pairwise: 예: 310 : uuH = )가 있는지 혹은 수준의 선형 결합 

대비(contrast: 예: 
2

: 32
10

uu
uH

+
= )의 차이가 있는지 검정할 필요가 있는데 이를 사후 검

정 혹은 다중 비교(대비 포함)라 한다. 사후 검정이므로 비록 F-검정 결과와 관계없이 (귀

무가설을 채택하더라도) 시행하게 된다. 다중 비교에서는 여러 개의 가설을 동시에 검정

하므로 유의수준을 조정해야 한다. 이를 조정된 실험 유의수준 (controlled experimental 

error rate)이라 하고 c)1(1 α−− 이다. 여기서 c는 가설 수를 의미한다. pairwise 다중 비교의 

경우 2/)1( −= ttc 가 된다. 

§ Fisher’s Least Significant Difference  

o pairwise (두 수준별 평균 비교) 검정에 사용 

o LSD를 구하고 평균의 차이가 그보다 크면 귀무가설을 기각한다. 

§ Tukey W procedure 

o studentized range distribution: )min()max( ii yyW −= 이용하여 swq /=  표 작성 

o 가장 보수적인 방법이다. è 자연 과학에서 가장 많이 이용한다. 

§ Student-Newman-Keuls procedure 

o Tukey 방법의 변형한 것으로 표만 다르다. 즉 임계치(critical value)만 차이가 

있고 방법은 Tukey와 동일하다. 

§ Duncan Multiple range test 

o Tukey 방법과 매우 유사하나 수준별 표본 평균을 크기 순으로 나열하여 차이

가 가장 큰 것을 비교해 가면서 유의 수준을 r)1(1 α−− 으로 조정해 가면서 검

정한다. r은 검정 단계 순서이다. 

o 귀무가설을 기각할 확률이 매우 높아 자주 사용하지 않는다. 
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§ Scheffe’s S method 

o 대비(contrast)까지 고려한 다중 비교 방법이다. è 사회 과학 분야 

§ Dunnett’s procedure 

o 처리 효과의 수준 하나가 control (실험 집단)인 경우 (예: placebo 집단, 교육을 

하지 않는 집단, 이전 약 투여 집단) 이 집단과 다른 집단들을 pairwise 비교할 

경우 사용된다. 

 

대비 (contrast)  

처리 효과 수준별 선형 결합의 차이가 있는지 알아보기 위한 분석 방법이다. 

§ 대비 설정 방법 

o 호수 1이 동쪽에 있고 호수 2, 3이 서쪽에 있는 경우 동쪽 호수와 서쪽 호수간의  

산소량의 차이가 있는가? 

 

대비: 2/)( 321 uuuQ +−=  è 추정치? 2/)( 321 yyyQ +−=  

검정 통계량: 

)(

)(
2

2

∑
=

i

i

n
c

MSE

QF ~ ),1( tnF −  where ∑= icc 이고 ic 는 수준 앞 계수 

o 동쪽의 호수를 하나 더 조사하여 호수 4의 자료를 얻은 경우 동쪽 호수와 서쪽 호

수간의 산소량의 차이가 있는가?  

)()( 3241 uuuuQ +−+=  è 1,1,1,1 4321 −=−=== cccc  
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SAS 이용하기 
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;HOMEWORK#12; (due May 24) 

다음은 연구비 (Research and Development ) 투자액에 (High, Moderate, Low) 따른 생산성  

향상 정도(10점 만점)를 나타낸 것이다. 다음 물음에 답하시오. (SAS 이용 가능) 

분류 관측치 

Low 7.6  8.2  6.8  5.8  6.9  6.6  7.7  6 

Moderate 6.7  8.1  9.4  8.6  7.8  7.7  8.9  7.9  8.3  8.7  7.1  8.4 

High 8.5  9.7  10.1  7.8  9.6  9.5 

§ 투자액에 따른 생산성 향상 점수에 대한 Box-Plot을 그리고 해석하시오. 

§ 투자액에 따른 생산성 향상 점수의 평균에 대한 Bar 차트를 그리시오. 

§ 분산 분석표를 작성하고 연구비 투자액에 따른 생산성 향상의 차이가 있는지 검

정하시오. 

§ 각 투자액의 pairwise 다중 비교를 시행하고 해석하시오 (Tukey 방법 이용) 

§ 투자액을 High, (Low + Moderate) 나누었을 경우 두 그룹 간에 차이가 있는지 검

정하시오. 
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6.2. Median 검정  이용  

독립인 두 모집단 중앙값 비교에 사용한 Median 검정을 기억하나요? 모집단으로부터 추

출한 두 표본 측정치들의 총 중앙값을 이용하여 1집단의 +부호(혹은 –부호) 개수와 2집단 

+부호의 개수의 차이에 의해 두 모집단 중앙값의 차이를 검정한 방법이다. 이를 확장하여  

모집단이 3개 이상인 경우 모집단 중앙값의 차이를 검정할 수 있다. 

 

가정 

§ k개 모집단의 중앙값은 각각 kMMM K,, 21 이다. 

§ 중앙값이 모두 같다면 표본 자료들 중 총 중앙값보다 큰 측정치의 비율은 모두 같다. 

§ 모집단으로부터 추출된 표본 자료는 서로 독립이다. 

§ 모집단에 대한 정규성, 등분산성의 가정 성립 여부에 대한 확신이 없다. 

 

가설 

귀무가설: 모집단의 중앙값은 동일하다. kMMMH === K210 :  

대립가설: 모든 모집단 중앙값은 같지 않다. 즉 적어도 하나의 모집단 중앙값은 다른 모

집단 중앙값들과는 다르다. 

 

검정통계량 

1. 표본 자료 전체를 합하여 총 중앙값을 계산한다. 

2. 각 표본의 측정치를 총 중앙값보다 큰 그룹과 이하인 그룹으로 나누어 아래와 같

은 표를 만든다. 

 표본 

 1 2 …  k 합계 

>총 중앙값 O11 O12 …  O1k A 

≤총 중앙값 O21 O22 …  O2k B 

합계 n1 n2 …  nk N 

 

3. 귀무가설이 성립한다면 {>총 중앙값} 그룹과 {≤총 중앙값} 그룹이 표본에 대해 동

질성이 만족하게 된다. 

4. ∑ ∑ −=
−

= )1(~
)( 2 kdf

E

EO
T

ij

ijij χ  (예) ???11 =E  
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결론 

표본으로부터 계산된 검정통계량 값과 )1(2 −= kdfχ  분포표로부터 구한 기각 값(critical 

value: 기각 값보다 큰 영역을 기각역이라 한다)을 비교하여 검정통계량 값이 크다면 귀무

가설을 기각한다. 

 

;EXAMPLE; 

신장 절제를 한 그룹 2개와 정상이 그룹 1개에 속한 쥐를 임의 추출하여 심실의 근육의  

세포질 공간을 측정한 것이다. 이를 이용하여 세포질 공간의 중앙값이 그룹에 따라 차이

가 있는지 비모수 검정하시오. (유의수준 05.0=α ) 

절제 그룹1 185  187  209  194  175  197  188  185 

절제 그룹2 189  193  176  195  169  183  185  179 

정상 그룹 219  204  219  234  233  194  209  195 

 

1) 귀무가설: 그룹별 세포질 공간의 중앙값은 같다. 3210 : MMMH ==  

2) 대립가설: 모두 같지는 않다. 

3) 검정통계량: 총 중앙값은 193.5이다. 

 표본 

 절제1 절제2 정상 합계 

>총 중앙값 3 1 8 12 

≤총 중앙값 5 7 0 12 

합계 8 8 8 24 

13
4

)40(
...

4
)45(

4
)43( 222

=
−

++
−

+
−

=T  

4) 결론: 계산된 검정 통계량 값(13)이 99.5)05.0,2(2 === αχ df 이므로 귀무가설은 기각되

고 그룹별 세포질 공간 중앙값은 차이가 있다고 결론 지울 수 있다. 

;HOMEWORK#13; (due June 5) 

다음은 4개 식품에 철 함유량을 조사한 것이다. 그룹별 철 함유량 중앙값의 차이가 있는

지 비모수 방법인 Median 방법을 사용하시오. (수작업: hand calculation) 유의수준=0.05 

식품A 27  16  19  4  2  16  30  9  16 

식품B 44  34  43  47  22  35  51  22  37  29 

식품C 17  45  28  13  36  3  42  41  15 

식품D 51  29  30  50  47  40  43  44  54 
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6.3. Kruskal-Wallis 검정  

3개 이상의 모집단 중앙값 차이 검정(비모수 분산 분석)에 가장 많이 사용되는 방법으로  

모집단이 2개인 경우는 Mann-Whitney 방법과 동일하다. 

 

가정 

§ k개 모집단의 중앙값은 각각 kMMM K,, 21 이다. 

§ 적어도 하나 이상의 모집단 중앙값의 차이가 없다면 모든 중앙값은 동일하다. 

§ 모집단에 대한 정규성, 등분산성의 가정 성립 여부에 대한 확신이 없다. 

 

가설 

귀무가설: 모집단의 중앙값은 같다. kMMMH === K210 :  

대립가설: 모든 모집단 중앙값은 같지 않다. 즉 적어도 하나의 모집단 중앙값은 다른 모

집단 중앙값들과는 다르다. 

 

검정통계량 

1. 표본 자료 전체를 고려하여 크기 순으로 정렬하여 순위를 매긴다. 

2. 각 집단별 순위 합을 구한다.  

3. 각 표본의 순위 합이 동일하다면 귀무가설이 채택될 것이고 순위 합이 서로 다르

다면 귀무가설을 기각하게 될 것이다. 

4. 검정 통계량: ∑ +−
+

= )1(3
)1(

12 2

N
n
R

NN
T

i

i   

§ N = 총 표본의 크기 

§ Ri = i번째 표본의 순위합  

§ ni = i번째 표본의 크기 

 

결론 

Kruskal-Wallis 분포표를 이용하여 가설 검정을 한다.  K-W 분포표는 각 표본의 크기가 5이

하인 경우만 표가 나타나 있다. 표는 집단이 3개인 경우만 예제로 부록에 제시하였다. 

표본의 크기가 5보다 큰 경우, 즉 표에 나타나지 않는 경우는 K-W 검정통계량이  

)1(2 −= kdfχ  분포에 근사하는 사실을 이용하여 가설을 검정하면 된다. 
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;EXAMPLE; 

다음은 정맥 호르몬 운송 시간을 3그룹의 병원 환자들을 조사한 것이다. 이를 이용하여  

환자 그룹별 운송 시간의 중앙값에 차이가 있는지 Kruskal-Wallis 검정을 시행하시오. (유

의수준=0.05) 

 

환자 그룹 1  262  307  211  323  454   339  304   154   287   356 

환자 그룹 2 465  501  455  355  468   362 

환자 그룹 3 343  772  207  1048  838  687 

 

1) 귀무가설: 환자 그룹별 호르몬 운송 시간 중앙값은 같다. 3210 : MMMH ==  

2) 대립가설: 모두 같지는 않다. 

3) 검정통계량:  

환자 그룹 순위 순위 합계 

1 4  7  3  8  14  9  6  1  5  12  69 

2 16  18  15  11  17  13 90 

3 10  20  2  22  21  19 94 

 

232.9)122(3]
6
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4) 결론: 계산된 검정 통계량 값(13)이 99.5)05.0,2(2 === αχ df 이므로 귀무가설은 기각

되고 환자 그룹별 운송 시간 중앙값은 차이가 있다고 결론 지울 수 있다. 

 

;HOMEWORK#13; (계속 due June 5) 

쥐 3 그룹에 대한 세로토닌(혈액: 뇌 속에 있는 혈관 수축 물질) 무게를 조사한 것이다.  

그룹별 차이가 있는지 비모수 검정인 Kruskal-Wallis 검정하시오. (수작업: hand calculation) 

유의수준=0.05로 하시오. 

Control 그룹 340  340  356  386  386  402  402  417  433  495  557 

LSD 그룹 294  325  325  340  356  371  385  402 

UML 그룹 263  309  340  356  371  371  402  417 
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6.4. JONCKHEERE-TERPSTRA test  

Median 확장 검정이나 Kruskal-Wallis 검정의 경우 대립 가설은 “모든 모집단의 중앙값이  

같지는 않다” 이다. 예를 들면, 약의 복용량에 따라 약의 효과가 커지는지 알아보고자 하

는 경우 대립가설은 ka MMMH <<< K21: 이어야 한다. 이처럼 순서형(ordered) 대립가

설을 검정할 때 사용하는 방법이 JONCKHEERE-TERPSTRA 검정이다. 

 

가정 

§ k개 모집단의 중앙값은 각각 kMMM K,, 21 이다. 

§ 관측치는 서로 독립이다.  

§ 모집단에 대한 정규성, 등분산성의 가정 성립 여부에 대한 확신이 없다. 

 

가설 

귀무가설: 모집단의 중앙값은 같다. kMMMH === K210 :  

대립가설: 모집단 중앙값은 크기는 순서가 존재한다. ka MMMH ≤≤≤ K21: . 부호 중 적

어도 하나는 < 이다. 

 

검정통계량 : ∑=
< ji

ijUJ   

ijU 는 표본 i와 j의 관측치를 쌍으로 비교하여 i표본의 관측치가 j표본의 관측치보다 적은 

쌍의 수이다. 

 

결론 

JONCKHEERE -TERPSTRA 분포표를 이용하여 가설 검정을 한다.  J-T 분포표는  집단이 3

개이고 각 표본의 크기가 321 nnn << 인 경우 기각역 값을 제시하고 있다. J-T 표에 나타

나지 않는 경우 다음 근사 통계량을 이용하여 검정하면 된다. 
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;EXAMPLE; 

다음은 감기 환자 증상에 따른 정신 스트레스 수치이다. 감기 증상이 심해지면 스트레스  

수치가 높아진다고 할 수 있는가? (유의수준=0.05) 

 

약함  54   67   47   71   62   44   67   80 

보통 79   82   88   79   85   81   88 

심함 98   99   95   93   98   91   94 

1) 귀무가설: 환자별 스트레스 수치 중앙값은 같다. 3210 : MMMH ==  

2) 대립가설: 증상에 따라 스트레스 수치는 커진다. 3210 : MMMH ≤≤  

3) 검정통계량:  

49,56,54 231312 === UUU  è 159=∑=
< ji

ijUJ  

4) 결론: J-T 표 )8,7,7( 321 === nnn , 유의수준 05.0=α 인 경우 기각역 값은 108이나 

109이다. 159는 그 값보다는 크므로 귀무가설은 기각되고 감기 증상이 심해지면 스트

레스 수치가 높아진다고 결론을 내릴 수 있다. 값이 134일 경우 유의확률이 0.00443

이므로 p-값은 0.0443보다 적음을 알 수 있다. 

5) 근사 통계량을 사용하면 

∑ =+=+∑ +==++==
=

3 2223

1

22 2882)32(,162778,22778,159
i

ii
i

i nnnNJ  

73.4
72/]2882)3222(22[

]4/)16222[(159
2

2
=

−+×

−−=T  

 

표준정규분포표에 의해 p-값은 0.001 이하임을 알 수 있다. 비모수 검정 방법 J-T와 결과

와 일치한다. 

;HOMEWORK#14; (due June 7) 

다음은 독립인 세 그룹의 쥐들에 대한 성장 능력 지수이다. 이를 이용하여 성장 능력 지

수가 그룹2 ≤그룹1≤그룹3 순인지 비모수 검정하시오 (유의수준=0.05). 그리고 p-값이 어느 

정도인지 구하시오.  J-T 분포표 이용 방법과 근사 분포인 표준 정규분포표를 이용한 방법 

모두 사용하시오.  

그룹 1 71   57   85   67   66   79 

그룹 2 76   94   61   36   42   49 

그룹 3 80   104  81   90   93   85   101   83 
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6.5. Multiple Comparison (다중  비교 )  

Median 확장 검정이나 Kruskal-Wallis 검정 방법에 의해 귀무가설이 기각된다면 우리는  

단지 중앙값이 다른 집단이 적어도 하나 이상이다라는 결론만 내릴 수 있다. 그러므로 두 

집단의 중앙값들의 차이가 있는지 (pairwise), 집단 그룹별 중앙값의 차이가 있는지 (대비,  

contrast) 알아보는 post-hoc test이 (혹은 multiple comparison) 필요하다. 대비 검정 방법은  

계산 과정이 매우 복잡하므로 여기서는 pairwise 비교만 살펴보기로 하자. 

모집단이 3개 있다고 가정하자. pairwise 검정의 경우 3개의 가설을 동시에 검정하게 된다.  

이런 경우 적어도 3개의 귀무가설 중 적어도 하나 이상 잘못 기각할 확률은 3)1(1 α−− 이

다. 이 확률이 유의수준이 된다. 두 개 이상의 귀무가설을 동시에 검정하는 경우 유의수

준(귀무가설이 참인데 기각할 확률)은 c)1(1 α−− 이다. (c는 동시에 검정하는 귀무가설의  

개수)  

 

검정통계량 

1) 각 표본의 관측치를 크기 순으로 정렬하여 각 표본의 순위 평균 )( iR 을 구한다. (각 표

본의 순위 계산 방법은 Kruskal-Wallis 검정과 동일)   

2) 모집단의 수가 k인 경우 두 표본의 순위 합 평균 차이 |)(| ji RR − 가 다음 값보다 크다

면 귀무가설(두 모집단 중앙값은 같다)을 기각한다. 

)11(
12

)1(
)])1(/[1(

ji
kk nn

NN
z +

+
−− α  

=iR  (i번째 표본 순위 합)/(i번째 표본의 크기) / =N  표본 전체 총 관측치 수 

=in  i번째 표본의 크기 

순위 합 차이의 절대값이 검정 통계량으로 사용되므로 양측 검정과 같다. 그러므로 

2/)1( −kk  대신 )1( −kk 이 사용된다. 

 

결론 

표준 정규분포표를 이용하여 기각역을 계산하고 순위 평균의 차이의 절대값이 기각역 값

보다 크다면 귀무가설을 기각한다. 
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;EXAMPLE;  

Kruskal-Wallis 검정의 예제(정맥 호르몬 운송 시간: page 83) 계속: (유의수준=0.15) 모집단

의 개수 3=k 이므로 표준 정규분포표로부터 025.0)2(3/15.0)1(/ ==−kkα 에 해당되는 값

을 얻어야 한다. 그룹1과 그룹2의 pairwise 검정에 필요한 기각역을 구하면 

57.6)
6
1

10
1(

12
)122(2296.1 =++

 

1.8|6/9010/69||| 21 =−=− RR 이 6.57보다 크므로 귀무가설(그룹1의 중앙값과 그룹2의 중앙

값은 같다)을 기각한다. (SAS를 이용해서 하는 방법은 없다) 

 

;HOMEWORK#14; (계속 due June 7) 

Kruskal-Wallis 검정의 숙제(page 83)에 대해 집단간 pairwise 검정을 실시하시오. (유의수

준=0.1)  

 

 

;기말고사에 대하여; 

일시:  6월 22일(금) 오후 1시~ 

장소:  경상대 2층 통계실습실 

시험방법: 컴퓨터 사용 가능, Open Book Exam. 

 

기말 시험 점수는 70점 이상이어야 A 학점을 받을 수 있습니다. 물론 이전 성적과 합산

한 점수도 A 학점 요건을 만족해야 합니다. 
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7. Goodness-of-fit test  

우리의 관심이 모집단 모수(모 평균, 모 분산)에 대한 것이 아니라 분포 자체에 있다면 우

리는 더 이상 모수적 방법을 사용할 수 없을 것이다. 왜? 모집단의 분포를 모르고 관심이  

바로 그 분포이니까? 표본 평균처럼 모집단의 분포를 모르더라도 대표본인 경우 정규분

포를 따른다는 정리(중심극한정리)와 같은 것을 사용할 수 없다. 

모집단으로부터 추출한 표본이 어떤 분포에 적합한지(fit)를 알아보는 검정 방법을 적합성 

검정 (Goodness-of-fit test)라 한다. 여기서는 다음 2가지 경우에 대해 검정하는 방법을 살

펴보기로 한다.  

1) 표본 자료가 귀무가설에 설정한 분포를 따르는가? 

2) 독립인 두 표본 자료가 같은 분포를 따르는가? (본 강의에서는 다루지 않는다) 

 

7.1. 2χ  Goodness-of-fits test 

독립성, 동질성 검정에 이용하였던 2χ (chi-square) 검정 방법을 이용하여 모집단 분포에  

대한 검정을 하는 것이다. 방법은 매우 유사하다. 귀무가설에 설정한 분포로부터 기대 

(expected) 빈도를 얻고 표본으로부터 관측(observed) 빈도를 계산하여 이를 이용하여 귀

무가설을 검정하면 된다. 

 

가정 

§ 표본 관측치는 ),,,( 21 nxxx K  서로 독립이다. (확률 표본: random sample)  

§ 표본 자료로부터 분석자가 설정한 구간은 서로 겹치지 않고 (non-overlapping) 각 표본 

관측치는 하나의 구간에 반드시 속한다. 

 

구간 범주 1 2 3 …  r 합계 

기대 빈도 E1 E2 E3 …  Er n 

관측 빈도 O1 O2 O3 …  Or n 

 

       귀무가설에 설정한 분포 

 

 

       p1  p2  p3             …       pr          
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가설 

귀무가설: 표본을 추출한 모집단은 XX 분포를 따른다. 

대립가설: 표본을 추출한 모집단은 XX 분포를 따르지 않는다. 

 

검정통계량 :  

)1(~
)( 2

1

2

−=∑
−

=
=

rdf
E

EO
T

r

i i

ii χ  

각 셀의 기대빈도가 5이상이면 근사 통계량이 2χ -분포를 사용할 수 있고 비록 5미만이  

셀이 있더라도 전체 셀 중 20%이상만 되지 않으면 2χ -분포를 사용해도 무방하다.  

(Cochran) 만약 이 조건을 만족하지 않는 경우 범주를 합쳐 셀의 수를 줄이면 된다.  

 

결론 

2χ (자유도=r-1) 분포표로부터 기각역을 구하고 표본으로부터 계산된 검정 통계량 값과 비

교하여 검정통계량이 기각역에 속하면 귀무가설을 기각한다. 

분포에 대한 가설 검정의 경우 다른 검정과는 달리 우리의 관심은 귀무가설(어떤 분포에 

따른다)에 있다. 

 

모수 추정 

귀무가설에 분포를 가정할 경우 모수(parameter) 값에 대한 가정이 필요하다. 예를 들어 

정규분포를 따르는가? 알아보려고  하는 경우 구간 확률을 ).,,( 21 rppp K  계산하려면 평

균 )(µ , 표준 편차 )(σ 를 알아야 구할 수 있다. 그러나 일반적으로 모수에 대한 사전 정보

가 없으므로 표본 자료로부터 추정하게 된다. 모평균은 표본 평균으로, 모 분산은 표본 

분산으로…  

이렇게 모수가 추정되는 경우 2χ -분포의 자유도를 )1( −r 에서 )1( −− gr 로 조정해야 한다.  

g 는 추정된 모수의 수이다. 

 

;EXAMPLE1; 

상담하러 오는 사람이 상담원을 택할 때 선호하는 사람이 있는지 알아보기 위하여 상담하

러 오는 사람 36명을 무작위로 선택하여 원하는 상담원을 고르라고 하여 다음 자료를 얻

었다. (유의수준=0.05) 

상담원 중년 여자 젊은 여자 중년 남자 젊음 남자 늙은 여자 늙은 남자 

빈도 13 6 0 3 11 3 
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¡ 귀무가설: 상담하러 온 사람이 상담원을 선택에는 차별이 없다. (Equally distributed) 

¡ 대립가설: 선택에 차별이 있다. 

 

각 셀의 기대 빈도는 6이다. 왜냐하면 상담원의 선택에 차별이 없다면 각 셀에는 각가 6

명이 기대된다. 

상담원 중년 여자 젊은 여자 중년 남자 젊음 남자 늙은 여자 늙은 남자 

빈도 13 6 0 3 11 3 

기대 6 6 6 6 6 6 

 

¡ 검정 통계량: 

33.21
6

)63(
6

)66(
6

)613( 222
=−++−+−= KT  

¡ 결론: 표로부터 2χ (자유도=6-1=5, )05.0=α =11.1이므로 귀무가설이 기각된다. 상담

하러 온 사람들은 상담원 선택에 차이를 보이며 중년 여자나 늙은 여자를 선호한다. 

 

;EXAMPLE2; 

다음은 실의 내구성을 시험을 위해 5개의 실을 묶어 만든 280 뭉치실의 내구성 테스트  

하여 다음 자료를 얻었다. 이 자료가 이항분포(binomial)로부터 왔는지 검정하시오. (유의

수준=0.05) 

끊어진 실 수 0 1 2 3 4 5 

해당 실 뭉치 157 69 35 17 1 1 

 

¡ 귀무가설: 위의 자료는 이항 분포를 따른다. 

¡ 대립가설: 이항 분포를 따르지 않는다. 

 

각 셀의 기대 빈도를 구하기 위해서는 이항 분포의 모수(p)를 알아야 한다. 

xx pp
x

xp −−= 5)1()
5

()( , 5,,2,1,0 K=x  

표본 자료로부터 모수 p의 추정치 )̂( p 를 구하면  

14.0)5280/()153526911570(ˆ =××++×+×+×= Kp  
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그러므로 기대빈도는 다음 이항 확률 분포에 의해 구한다. 

xx

x
xp −−= 5)14.01(14.0)

5
()( , 5,,2,1,0 K=x  

 

 

실험 장소 0 1 2 3 4 5 

끊어진 실 수 157 69 35 17 1 1 

기대 확률 0.4047 0.3829 0.1247 0.0203 0.0017 0.0001 

기대 빈도 131.7 107.2 34.9 5.7 0.5 0.03 

 

¡ 검정 통계량: 

99.44
03.0

)03.01(
2.107

)2.10769(
7.131

)7.131157( 222
=−++−+−= KT  

¡ 결론: 표로부터 2χ (자유도=5-1-1=3, )05.0=α =7.81이므로 귀무가설이 기각되고 이 

자료는 이항 분포를 따른다고 할 수 없다. 자유도가 3인 이유는 모수 하나를 추정하

였기 때문이다. 

 

;EXAMPLE3; 

다음은 한남대학교 정문을 통과하는 차량의 수가 Poisson 분포를 따르는지 알아보기 위

하여 30초 마다 차량 통과 회수를 300회 조사하였다. 아래 자료를 이용하여 Poisson 분

포를 따르는지 검정하시오. (유의수준=0.05) 

통과 차량 0 1 2 3 4 5 6 7 

관측 빈도 20 54 74 67 45 25 11 4 

 

¡ 귀무가설: 위의 자료는 Poisson 분포를 따른다. 

¡ 대립가설: Poisson 분포를 따르지 않는다. 

 

각 셀의 기대 빈도를 구하기 위해서는 Poisson 분포의 모수(λ)를 알아야 한다. 

!
)(

x
exp

xλλ−
= , K,2,1,0=x  

표본 자료로부터 모수 p의 추정치 )̂(λ 를 구하면  

67.2300/)47541200(ˆ =×++×+×= Kλ  
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그러므로 기대빈도는 다음 Poisson 확률 분포에 의해 구한다. 

!
67.2)(

67.2

x
exp

x−
=  

통과 차량 0 1 2 3 4 5 6 7 

관측 빈도 20 54 74 67 45 25 11 4 

기대 확률 0.069 0.185 0.247 0.22 0.147 0.078 0.035 0.013 

기대 빈도 20.7 55.5 74.1 66 44.1 23.4 10.5 3.9 

 

¡ 검정 통계량: 

234.0
9.3

)9.34(
5.55

)5.5554(
7.20

)7.2020( 222
−=−++−+−= KT  

¡ 결론: 표로부터 2χ (자유도=8-1-1=6, )05.0=α =15.5이므로 귀무가설이 채택되고 이 

자료는 Poisson 분포를 따른다고 할 수 있다. 

 

;HOMEWORK#15; (due JUNE 12) 

다음은 1962-1967년 사이 대전-청주간 국도에서 사망 교통 사고 발생 건수이다. 매년 균

등(uniformly distributed) 발생하였는지 검정하시오. (유의수준=0.05) 

통과 차량 1962 1963 1964 1965 1966 1967 

관측 빈도 7 12 6 10 12 6 

 

 

;HOMEWORK#15; (계속: due JUNE 12) 

다음 자료가 Poisson 분포를 따르는지 검정하시오. 필요하면 셀을 합치시오. 셀을 합칠 

때 중간에 있는 셀들을 합치면 안된다. 마지막의 셀들을 합해야 한다. 즉 8≥ 셀을 만들어 

)12111098( ++++  셀의 관측치를 합치면 된다. 기대 확률은 0-7까지 구하고 1에서 이 확

률의 합을 빼면 된다. 그러나 λ̂ 을 구할 때는 전체 셀의 자료를 이용해야 한다.  (유의수준

=0.05) 

 

발생 회수 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

관측 빈도 24 16 16 18 15 9 6 5 3 4 3 0 1 

 



 
 Chapter 7. Goodness of Fit test 

 
 
 

통계학과 권세혁 교수 강의 노트 [2001년 1학기] 

 http://wolfpack.hannam.ac.kr 
Nonparametric  93 

 
 
 

7.2. KOLMOGOROV-SMIRNOV one-sample test 

2χ (chi-square) 검정 방법은 연속형 변수(측정형 변수)에도 사용할 수 있다. 연속형 구간

을 분석자가 임의로 8-10개의 구간으로 나누어 각 구간(셀)의 관측 빈도와 기대 빈도를 

이용하여 2χ (chi-square) 검정 방법을 사용할 수 있다. (page 88 하단 그림 참조) 

그러나 일반적으로 연속형 변수에 대해서는 K-S 검정을 주로 사용하는데 K-S 검정은 누

적 분포 함수 (cumulative distribution) 개념을 이용한다. )()( xXPxF ≤=  두 변수의 누적 확

률 분포 함수가 동일하면 확률 밀도 함수도 동일하다는 정리(Theorem)가 이용된다. 

 

가정 

표본 관측치는 ),,,( 21 nxxx K  서로 독립이다. (확률 표본: random sample)  

 

가설 

귀무가설: )()( 0 xFxF = . 모집단의 누적 확률 분포 함수는 0F 이다. 

대립가설: )()( 0 xFxF ≠ . 모집단의 누적 확률 분포 함수는 0F 를 따르지 않는다. 

 

검정통계량 :  

크기 n의 표본 관측치로부터 자료 누적 함수 )(xS =(x이하인 관측치의 개수)/(n)를 계산하

고 다음 통계량을 이용하여 가설을 검정한다. 

|)()(|
sup

0 xFxS
x

D −=  

결론 

K-M 표를 이용하여 가설을 검정하면 된다. 

 

모수 추정 

모수를 추정해야 하는 경우 K-M 방법은 사용하는 경우 Massey는 모수가 추정된다면 1종 

오류가 적어질 것이므로 가설 검정이 보수적으로 될 것이라고 지적하였다. 

모수 추정 후 가설을 검정하면 된다. 
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;EXAMPLE; 

다음 자료가 정규분포(평균=85, 표준편차=15)를 따름을 보이시오. (유의수준=0.05) 

 

 

¡ 귀무가설: 위의 자료는 )15,85( == σµNormal  분포를 따른다. 

¡ 대립가설: )15,85( == σµNormal 를 따르지 않는다. 

 

우선 자료를 크기 순으로 정렬한다.  

관측 누적 분포함수: nxofxS /)(#)( ≤=  

표본의 크기가 36이므로 각 x값에 대해 누적 빈도를 구하는 것과 같다. 물론 같은 관측치

가 있으면 둘을 합쳐 누적 빈도를 구한다. 

이론 분포 함수는 귀무가설에 설정한 분포 함수를 이용하여 계산한다. 

 

 
 

 

-1.13 
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¡ 검정 통계량: 1485.0|)()(|
sup

0 =−= xFxS
x

D  

¡ 결론:  K-M표로부터 n=36이고 양측 검정인 경우 기각역 값은 0.221이다. 그러므로 귀

무가설이 채택되고 이 자료는 정규분포( )15,85 == σµ 를 따른다고 할 수 있다. 

 

;HOMEWORK#15; (계속: due JUNE 12) 

다음 자료가 정규분포를 따르는지 검정하시오. (유의수준=0.05) 

1112   1435   1789   1489   1805   1738   1932   750   2513   3201 

1205    935   2085    988   2450  
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8. 비모수 상관 계수 

분류형 두 변수간의 관계(association)에 대해서는 5장 독립성 검정에서 살펴보았다. 2χ -

검정 방법은 분류형 변수 중 명목형(nominal) 변수에 주로 사용된다. 

이 장에서는 측정형 두 변수의 순위 상관 계수와 순서형 분류형 변수간의 상관 계수에 대

해 살펴보기로 하자. 

 

8.1. 모수적  방법  

측정형 변수들의 상관 관계를 정도를 나타내는 상관 계수 계산식은 같다. 다음 계산식으

로부터 얻어지는 상관 계수는 특히 Pearson 상관 계수라 한다. 

 
 

가정  두 변수에 대한 표본 관측치는 ),( ii yx 이고 모두 측정형 변수이다.  

 

가설 

귀무가설: 두 변수 ),( yx 는 선형 상관 관계가 없다. 상관 계수가 0이다. 0=ρ  

대립가설: 선형 상관 관계가 존재한다. 0≠ρ  

 

검정통계량 :  

)2(~
)2/()1( 2

−=
−−

= ndft
nr

r
t , r =상관계수, n=표본의 크기 

만약 귀무가설이 0: 00 ≠= ρρH 이라면 다음 검정 통계량을 사용해야 한다. 

))3/(1,
1
1

ln5.0(~
1
1

ln5.0 −
−
+

−
+

= nNormal
r
r

T
ρ
ρ

 è )1,0(~
)3/(1

1
1

ln5.0
0

0

Normal
n

T
Z

−

−
+

−
=

ρ
ρ

  

결론 

t  (자유도=n-2) 분포표, 혹은 표준정규분포표로부터 기각역을 구하고 표본으로부터 계산된  

검정 통계량 값과 비교하여 검정통계량이 기각역에 속하면 귀무가설을 기각한다. 
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;EXAMPLE; 

키와 몸무게의 상관 관계를 보기 위하여 19명의 학생을 

무작위 추출하여 옆의 자료를 얻었다. 표본 상관계수  

0.878이었다. (유의수준=0.05) 

¡ 귀무가설: 키와 몸무게 상관 관계 없다. 0=ρ  

¡ 대립가설: 키와 몸무게 상관 관계 있다. 0≠ρ  

¡ 검정통계량: 

12.4
)219/()878.01(

878.0

)2/()1( 22
=

−−
=

−−
=

nr

r
t  

¡ 결론: 11.2)025.02/,17( === αdft 이므로 귀무가설이 기

각되고 몸무게와 키는 양의 상관 관계를 갖는다고 결론

지을 수 있다. 

  
 

 

8.2. Spearman rank correlation coefficient (순위  상관  계수 ) 

측정형 변수나 순서형 분류형 변수들의 상관 관계를 정도를 자료의 순위 값에 의하여 계

산하는 방법으로 주로 순서형 분류형 변수들의 상관 관계를 계산한다. 

가정 

두 변수에 대한 표본 관측치는 ),( ii yx 이고 각 변수는 크기 순으로 정렬이 가능하다.  

 

가설 

귀무가설: 두 변수 ),( yx 는 서로 독립이다.  

대립가설: 독립이 아니다. çè 선형 상관 관계가 존재한다.  

 

검정통계량:  

)1(

6
1

2

2

−

∑−=
nn

d
r i

S  where ∑ ∑ −=
=

n

i
iii yRxRd

1

22 )]()([  

)( ixR 는 x변수의 i번째 관측치의 순위이다. )( iyR 는 y변수의 i번째 관측치의 순위이다. 
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결론 

¡ 만약 두 변수 (x, y)가 완전한 양의 상관관계가 있다면 모든 id 는 0이고 1=Sr 이다. 

¡ 만약 두 변수 (x,y)가 완전한 음의 상관 관계가 있다면 id 는 다음과 같으므로 1−=Sr  

])(,1)([ nyRxR == , ]1)(,2)([ −== nyRxR , … , ]1)(,)([ == yRnxR   

Spearman 표에서 기각역 값을 구하고 계산된 검정통계량과 비교한다.  (본 강의에서는 이 

표를 따로 실지 않겠다. 대신 SAS 이용 방법을 예제에서 설명하기로 한다) 

 

Large Sample approximation 

)1,0(~1 Normalnrz S −=  

 

8.3. Kendall’s Tau 

측정형 변수나 순서형 분류형 변수들의 상관 관계를 정도를 자료의 순위 값에 의하여 계

산하는 방법으로 주로 순서형 분류형 변수들의 상관 관계를 계산한다. 

가정 

두 변수에 대한 표본 관측치는 ),( ii yx 이다.  

 

가설 

귀무가설: 두 변수 ),( yx 는 서로 독립이다.  

대립가설: 독립이 아니다. çè 선형 상관 관계가 존재한다.  

 

검정통계량:  

, where  

=n 쌍의 관측치 수 

=it 주어진 순위에서 동일한(tied) X 관측치 수  

=iu  주어진 순위에서 동일한(tied) Y 관측치 수  

 

결론 

Kendall 표에 의해 가설을 검정하면 된다. (본 강의에서는 이 표를 따로 실지 않겠다. 대신 

SAS 이용 방법을 예제에서 설명하기로 한다) 
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Large Sample approximation 

)1,0(~
)52(2

)1(ˆ3
Normal

n

nn
z

+

−
=

τ
 

 

8.4. Kendall’s Tau와  Spearman 순위  상관  계수  

¡ 수작업의 경우는 Spearman이 더 유리하다. 

¡ n이 아주 크지 않은 경우 Kendall’s Tau가 Spearman 보다 더 빨리 정규분포에 근사한다. 

¡ 둘은 상관 계수 값의 차이가 있으나 p-값은 거의 동일하다. 

¡ 일반적으로 Kendall’s Tau가 모집단 상관 계수의 추정치이므로 더 선호된다. 

 

8.5. 예제  

다음은 5주 독서 클리닉에 참가한 학생들의 독서 능력 향상 정도와 IQ와의 상관계수를  

구하고 해석하시오. (유의수준=0.05) 

 

 

 

¡ KENDALL, SPEARMAN 옵션을 사용하지 않으면 SAS는 자동으로 

PEARSON 상관 계수가 출력된다. 
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¡ Spearman 순위 상관계수는 0.4975이고 

p-값은 0.0256으로 0.05보다 작으므로  귀

무가설이 기각된다. 향상 정도와 IQ와는 

양의 상관 관계가 있다. 

¡ Kendall 상관계수는 0.3596이고 p-값은 

0.0348으로 0.05보다 작으므로 귀무가설

이 기각된다. 향상 정도와 IQ와는 양의 

상관 관계가 있다. 

 

 

 


