
【회귀분석】 【개념】

개요 

두 특정형변수, 의 함수관계, 그 중 해석이 가장 용이한 직선 함수관계에 관심을 갖는다. 

방향성이 없는 직선관계에 대한 상관분석과 달리 회귀분석은 입력 input에(영향을 주는) 해당되는 변수(독립변수)
와 output(결과로 나타나는) 변수(목표변수)로 구성된다. 

목표변수( )는 하나이고 정규분포를 따르는 측정형변수를 원칙으로 한다. 

•목표변수가 정규분포를 따르지 않는 경우 연결함수를 사용하여 목표변수를 정규분포화 한 후 회귀모형을 
추정한다. 

 

예측변수( )는 다수이고 역시 측정형변수를 원칙으로 한다.   

• 변수가 하나인 경우는 단순회귀분석이라 하고 2개 이상인 경우에는 다중 회귀라 한다. 

•함수관계이므로 측정형이 아닌 범주형 변수는 직접 사용할 수 없다. 회귀분석에서 범주형 변수는 지시변수
라 하며 범주형 변수의 수준(범주) 개수보다 1개 작은 이진형 binary dummy 더미 변수를 만들어 사용해야 
한다. 이진형 더미변수는  값만 갖는다. 

•이진형 더미변수는 절편에만 영향을 미친다. 만약 측정형 변수*더미 변수 항이 들어가면 해당 예측변수의 
더미 변수 1인 경우 기울기가 달라지게 된다.  

더미변수 모형 : 목표변수  : 수능성적, 측정형 예측변수  : 일주일 공부시간, 더미변수 성별 
이라 하자. 

   

남학생 추정모형 :  - 절편 , 기울기  
여학생 추정 모형 :  - 절편 , 기울기  

(X, Y )

Y

X′ s

(0,1)

Y X
D = 0 male, 1 female
Y = a + b1D + b2X + b3(X * D) + e

Y = a + b2X a b2

Y = (a + b1) + (b2 + b3)X a + b1 b2 + b3
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【회귀분석】 【개념】

함수 형태 중 선형을 가장 선호  

해석이 용이: 회귀계수는 기울기이므로 해당 예측변수가 한단위 증가(감소)할 때 목표변수의 단위 변화량 

비선형모형도 로그변환을 통하여 선형으로 변환 가능  

•Cobb-Douglas 생산함수  ( =생산량, =자본, =투입노동,  모수, 오차항) -  양

변을 로그 변환하면  

•인구성장모형  ( = 총인구수, =시간,  모수) 모두 양변에 로그를 취하여 선형함수로 

만들 수 있음  

회귀분석은 함수관계에 대한 것이지 인과관계는 아니다. 단지 관심의 대상이 되는 목표변수에 직선적 함수를 갖
는 예측변수를 찾는 것일 뿐이다. 인과관계는 실험설계를 통해서만 가능하다. 
공부시간에 수능성적에 인과관계가 있는지 알아보기 위해서는 사회경제환경이 동일하고 공부능력이 동일한 고
3학생을 산택하여 1년 동안 일주일 공부시간 평균과 수능성적 데이터를 수집하여 분석할 때만 인과관계 분석이 
가능하다. 
실험 데이터가 아닌 횡단 시점 데이터에서는 영향을 주는 요인을 통제한 후 예측변수와 목표변수의 관계를 정확
하게 판단할 수 있다. 이런 변수를 통제 control 변수, 매개 mediator 변수, 교락 confounding 변수라 한다. 

 [운동능력과 체중 함수관계의 유의성을 정확
하게 판단하기 위하여 나이를 통제변수로 활용하였다.] 

회귀모형 순서 

y = a + b1X1 + b2X2 + . . . + bpXp + e

Q = αLβLλu Q k L α, β, λ u
ln(Q) = ln(α) + βln(L) + λln(K ) + ln(u)

P = αeβTu P T α, β
ln(P) = ln(α) + βT + ln(u)

순서 내용

모형설정 관심 대상인 목표변수에 영향을 미치는 예측변수를 설정한다.

데이터 전처리 산점도를 그리고 필요 시 정규변환, 선형 변환 실시

모형추정

유의변수선택 목표변수에 유의한 영향을 미치는 변수 선택

다중공선성 진단 예측변수 매우 높은 상관관계로 인한 문제 진단 및 해결

모형진단 및 활용
잔차 활용 오차 가정 진단 
이상치, 영향치 진단 및 해결 

변수 간 영향력(중요도) 비교, 적합치, 예측구간, 신뢰구간 도출

OLS 방법에 의해 모형 추정 min(y − ̂y)2
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【회귀분석】 【모형 및 가정】

회귀모형 

모형 

, (가정)  

, , (가정)  

•첨자 는 표본 데이터를 구별을 위한 것임.  총 표본의 크기 

•  : 종속 dependent 변수, 반응 response 변수, 내생 endogeous 변수, 목표 target 변수 - 목표변수는 확률변
수이며 정규분포를 따른다고 가정한다. 

•  : 독립 independent 변수, 설명 exploratory 변수, 외생 exogenous 변수, 예측 predictor, feature 변수 - 
결정변수 deterministic로 확률변수가 아니므로 분포함수를 갖지 않으며 모형 내에서 결정된다. 

•  : 모형 내 고려되는 예측변수 개수 

•  : 절편(intercept), 모든 예측변수  값들이 0 일때 목표변수 의 값 

•  : 예측변수 의 회귀계수 - 예측변수  가 한 단위 증가할 때마다 목표변수 의 증가량(편미분 계수) 

•  : 오차항, noise 

가정 assumption 

선형성 linearity 

목표변수와 예측변수들은 직선의 함수관계를 갖는다. 

오차 가정  

회귀모형에 설정된 예측변수( )들에 의해 설명되지 못하는 부분, 오차항이 없으면 통계모형이 아니라 수학모
형 (모형 내의 예측변수에 의해 종변속수 값을 정확하게 예측할 수 있음) 

즉 목표변수 값의 패턴(변동)은 회귀모형이 설명하는 변동과 모형이 설명하지 못하는 변동(수학함수이면 없음) 
나누어 변동의 비를 이용하여 모형의 유의성을 검정한다. 

독립성(independent) 

오차항은 서로 독립이다. 즉 각 오차는 서로 영향을 주지 않는다. 독립성 가정은 시계열 데이터(시간적 순서를 갖
는 데이터) 경우에만 체크한다. 

Yi = a + b1Xi1 + b2Xi2 + … + +bpXip + ei ei ∼ iid N(0,σ2)

y1
y2. . .
yn

=

1 x11 . . . x1p

1 x21 . . . x2p
. . .
1 xn1 . . . xnp

a
b1. . .
bp

+

e1
e2. . .
en

y = Xb + e e ∼ MN V(0, σ2I )

i i = 1,2,...,n

Y

X′ s

p

α X Y

βk Xk Xk Y

ei

e ∼ MNV(0, σ2I )

X′ s
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【회귀분석】 【모형 및 가정】

정규성(normality) 

오차항은 정규 분포를 따른다. 이 가정은 분
산분석 F-검정(회귀모형의 적합성), 회귀계
수의 유의성 검정을 위한 검정을 사용하
기 위하여 반드시 필요하다.  

오차항이 정규분포를 따르므로 목표변수 
도 정규분포를 따

른다.  그림에서 볼 수 있듯이 데이터 관측값
은 정규분포를 따르는 오차항으로 인하여 적
합 회귀모형(회귀식 ) 선상에서 벗어나
게 된다. 벗어나는 정도는 모든 산상에서 동
일하며 정규분포 규칙을 따른다. 

등분산성(Homoscedasticity)  

오차항의 분산은 동일. 분산이 일정하다는 가정의 주어진 예측변수 값에서 관측되는 의 값의 분산이 일정하다
는 의미와 같다. 분산이 다르면 설정된 회귀 모형이 적절함에도 불구하고 관측치가 직선에 모여 있지 않게 된다. 
분산이 크므로 벗어나는 경향이 있다. 등분산 가정이 성립하지 않으면 많이 벗어난 관측치가 이상치인지 실제 발
생 가능한 값인지 판단할 수 없다. 위의 그림에서 빨간 원 관측값은 등분산 가정이 만족하면 이상치에 해당되나 
X(total length)=13.5에서 분산이 다른 예측변수 값에 비해 크 다면 빨간 원은 발생 가능(정상적인)한 관측값이다. 

수리적 접근(상관계수 접근) 

두 측정형 변수 는 평균으로 , 분산은 를 따르고 상관계수를 라 하자. 

 가 주어진 경우   

 . 

t−

y ∼ MVN(Xb, σ2I )

Xb

Y

(X, Y ) μx, μy σ2
x , σ2

y ρxy

X = x E(Y |x) = μy + ρ
σy

σx
(x − μx) = a + bx

E(var (Y |x)) = σ2
y (1 − ρ)
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【회귀분석】 【모형 및 가정】

산점도 행렬 Scatter plot 

예제 데이터 

데이터 전처리(1) preprocess : 이상치 진단 

import pandas as pd 
import numpy as np 
#smsa=pd.read_csv('http://wolfpack.hnu.ac.kr/Stat_Notes/adv_stat/
LinearModel/data/SMSA.csv') 
smsa=pd.read_csv('http://www.users.miamioh.edu/baileraj/classes/
sta363/DASL-SMSA-commasep.csv') 
smsa.info()

1.city: City name : 60 U.S. Standard Metropolitan Statistical 
Areas
[기후요인] 4개
2.JanTemp: Mean January temperature (degrees Farenheit)
3.JulyTemp: Mean July temperature (degrees Farenheit)
4.RelHum: Relative Humidity
5.Rain: Annual rainfall (inches)
6.Mortality: Age adjusted mortality : 목표변수 
[사회경제요인] 6개
7.Education: Median education
8.PopDensity: Population density
9.%NonWhite: Percentage of non whites
10.%WC: Percentage of white collar workers
11.pop: Population *)인구밀도와 중복되어 예측변수에서 제외함
12.pop/house: Population per household
13.income: Median income
[환경요인] 4개
14.HCPot: HC pollution potential
15.NOxPot: Nitrous Oxide pollution potential
16.SO2Pot: Sulfur Dioxide pollution potential
17.NOx: Nitrous Oxide

Y

City 변수를 ‘,’로 나눈 후 처음 행을 도시이름으로 저장하고 행 인덱스로 변환하였음

smsa.isnull().sum()  #check 결측값 : income,pop 1개 결측값 존재 확인 
smsa.dropna(inplace=True) # 결측값 도시 1개 제외 
smsa.shape   59개 행, 17개 열 변수

smsa['city_name']=smsa['city'].str.split(',',n=2,expand=True)[0] 
smsa.set_index('city_name',inplace=True) 

smsa.head(3) 
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【회귀분석】 【산점도】

산점도 개념 

2개의 측정형 변수 데이터를 2차원 공간에 표현하여 두 
변수의 함수 관계를 예상한다. 

•X- 축 : 결정의 요인, 예측변수  

•Y-축 : Output, 목표변수 

시각화 통계소프트웨어 발달로 각 변수의 히스토그램을 
대각 셀(원소)에 출력할 수 있다. 

진단내용 

•두 변수 간의 함수 관계를 본다. - 목표변수와 예측변
수 선형성에 대한 시각적 진단 : 최종 진단은 해당 예측변수  회귀모형 회귀계수 유의성 검정으로 확인한다.  

•대각 셀에 나타난 히스트그램으로 치우침을 확인하고 필요 시 정규진단과 정규변환을 실행한다. 

•이상치와 영향치를 시각적으로 진단 : 통계량을 이용한 진단은 최총모형 도출 후 회귀진단에서 실시한다. 

tmp=smsa.iloc[:,1:17].drop(columns=['pop','Mortality']) 
df=pd.concat([smsa['Mortality'],tmp],axis=1) 
df.shape,df.columns

불필요한 변수 제거하고 목표변수로 사용할 ‘Mortality’ 변수를 가장 앞에 놓았음 - 산
점도 행렬이나 상관계수 행렬 해석 시 편리함 
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【회귀분석】 【산점도】

import seaborn as sns 
import matplotlib.pyplot as plt 
sns.pairplot(df,kind='reg',diag_kind='kde') 
plt.show()

대각원소 : 데이터 히스트그램을 볼 때 환경 요인은 우로 치우친 형태를 갖는다. 제곱근 
혹은 로그변환 필요함
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【회귀분석】 【산점도】

전처리 (2) : 정규변환 

from scipy.stats import shapiro 
for k in range(0,df.shape[1]): 
  if shapiro(df.iloc[:,k])[1]<0.05: 
    print(smsa.columns[k],': Not Normal')

환경요인 외 다른 변수들이 정규분포를 따르지 않으나 좌로 치우친 경우나 낮은 봉우리로 인
한 것이므로 환경요인 2개 HCPot, NOxPot 우로 치우침 문제 해결을 위한 정규변환, 로
그 변환 혹은 제곱근 변환

JanTemp Not Normal
RelHum Not Normal
Rain Not Normal
Education Not Normal
PopDensity Not Normal
%WC Not Normal
pop Not Normal
pop/house Not Normal
income Not Normal
HCPot Not Normal
NOxPot Not Normal

import numpy as np 
shapiro(np.log(df['HCPot']))[1], shapiro(np.log(df['NOxPot']))[1]

df['log_HCPot']=np.log(df['HCPot']) 
df['log_NOxPot']=np.log(df['NOxPot']) 
df_clean=df.drop(columns=['HCPot','NOxPot']) 
df_clean.columns

환경요인 2개 HCPot(유의확률이 4.6%로 완벽하지 않지만), NOxPot 로그정규변환으로 
정규분포화 되었음 

 

원변수 로그변환하고 원변수는 제외하였음
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【회귀분석】 【상관계수행렬】

상관계수 행렬 

유의한 예측변수 사전 진단 가능 

#Using Pearson Correlation 
pd.options.display.float_format = '{:.3f}'.format 
df_cor=df_clean.corr(method ='pearson')

목표변수 Mortality와 예측변수들의 상관계수 첫 행(열)은 목표변수에 유의한 잠정 예측
변수 사전 진단 가능함 
나머지 예측변수 간 상관계수는 높은 상관계수가 존재하는 예측변수 군에 대한 사전 정보 얻
을 수 있음 - 다중 공선성 문제 : 환경 요인들 간 상관관계 매우 높음

df_cor.style.background_gradient(cmap=‘coolwarm').set_precision(3) 

cor_target=abs(df_cor['Mortality']) 
#Selecting highly correlated features 
relevant_features=cor_target[cor_target>0.3] 
relevant_features

목표변수와 상관관계가 높은 예측변수 - 유의 가능성 높음

Mortality   1.000
JulyTemp    0.322
Rain        0.433
Education   0.508
%NonWhite   0.647
pop/house   0.368
S02Pot      0.419
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【회귀분석】 【선형성】

함수의 선형성 검토 

개념 

•목표변수와 예측변수가 선형이 아닌 경우 - 선형회귀모형이므로 문제 해결 필요 

진단도구 

•산점도 행렬 : 목표변수와 예측변수 간 개별 산점도 - 직선관계 발견 

 
해결책 : 선형 변환 Linear Transformation 

모형	 	 	 식	 	 	 Y변환	 	 	 X변환 

Power           

Exponential          

logarithmic          

Reciprocal          

Square Root          

Square          

한계 

단순회귀모형에서는 목표변수의 선형변환이 가능하나, 다중회귀모형에서는 불가능하다. 왜냐하면 한 예측변수
와의 선형성을 수정하면 다른 예측변수와의 선형성 관계가 왜곡될 수 있기 때문이다.  

다중모형에서는 선형성 변환은 예측변수에 국한되며,  게다가 빅데이터, 예측변수가 많은 경우 선형성 진단은 필
요하지 않다. 

y = axb ln(y) ln(x)

y = aebx ln(y) x

y = ln(axb) y ln(x)

y = 1
a + bx

1
y

x

y = a + b x y x

y = a + bx2 y x2
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【회귀분석】 【OLS 추정】

OLS 추정 

개념 

유전학자 Francis Galton은 처음에는 sweet peas 유전에 대해 연구하다가 자녀키, 부모키 평균(모 키에는 1.08배 
하여 부 키와 평균을 내었음) 교차표를 만들어 자녀 키를 예측하려는 시도 하였다. 

 부모키가 평균에 가까운 경우에는 (양) 직선 관계가 존재하나, 부모의 키가 아주 크거나 작은 경우 자녀의 키는 직
선적으로 커지거나 작아지지 않고 인간 키의 평균으로 회귀(regress)한다는 사실을 알게 되었다. 

 

OLS 방법 

Karl Pearson(피어슨 상관계수 제안자) 아버지, 성인아들 키를 
이용하여 직선 관계식을 도출하는 방법을 제안하였다. 이를 최
소자승법(Ordinary Least Squares) 추정방법이라 한다. 

관측점들을 가장 대표하는 직선 (best fit)을 어떻게 구할 것인
가?  

데이터 를 활용하여 점들에 가장 적합한 직선의 회귀

계수 를 추정하고 이를 이용하여 목표변수 추정값을  

(fitted value) 구한다. 오차항에 대한 추정값으

로 을 사용하여 직선의 유의성을 검증한다. 

점들을 대표하는 (가장 적합하다고 판단되는) 추정식을 어떻게 구할 것인가? 

 

(xi, yi)
(a, b)

̂yi = ̂a + b̂xi
̂ei = yi − ̂yi

min
a, b ∑ (ei)2 = min

a, b ∑ (yi − ̂yi)2
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【회귀분석】 【OLS 추정】

수평, 수직 편차 중 왜 수직 편차인가? 

•수평편차는 예측변수의 변동에 대한 척도이고 수직편차는 목표변수의 변동을 척도이다. 

•선형모형은 목표변수의 변동(값)을 예측하는 것이 목표이므로  수직 편차를 최소화 하는 것이 점들을 대표하는 
회귀식(적합식)이다. 

왜 제곱인가? 

•수평 편차 의 합은 0이다. 그럼 왜 절대값을 사용하지 않나? 

•절대값은 수학적으로 다루기 쉽지 않으므로 1)회귀선에서 많이 벗어날수록 높은 페널티를 주고 2)수학적으로 
다루기 쉬운 제곱을 사용한다. 

수리적 해 

 

정규방정식  

OLS 추정치 ( ) 

 상관계수와 관계 :  

최대우도추정량 Maximum Likelihood Estimator 

이므로 우도함수는 다음과 같으므로 우도함수 최대화 = OLS 추정과 동일 

 

(yi − ̂yi)

min
α ,β

Q = ei
2 =

i
∑ (yi −α − βxi )

2

i
∑

0)ˆˆ(2

 0)ˆˆ(2

1

1
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【회귀분석】 【OLS 추정】

GAUSS-MARKOV Theorem :  
회귀계수에 대한 OLS 추정치는 BLUE(Best Linear Unbiased Estimator)이다. 즉 모든 선형, 불편 추정량 중 최
소 분산(minimum variance)를 갖는다. 분포함수가 지수족이므로 MLE는 CSS이고 불편추정량이므로 Rao-
Blackwell 정리에 의해 MVUE이다.  

잔차 = 오차의 추정량  

•  : 잔차의 합은 0이다. 

•  : 관측치 을 가중치로 계산한 가중평균은 0이다  

•  : 예측치 을 가중치로 계산한 가중평균은 0이다 

•적합된 회귀직선은 을 지난다. 

다중회귀 OLS  행렬 계산 

행렬모형 : , (가정)  

, , ,  

    

 ⇥  

 

를 최소화 하는 회귀계수(모수) 를 찾기 위한 정규방정식 normal equation은 다음과 같다. 

, 이를 정리하면  OLS이다. 

OLS is BLUE

ri = ̂ei = yi − ̂yi

∑ ri = 0

∑ xiri = 0 xi

∑ ̂yiri = 0 ̂yi

(x̄, ȳ)

y = Xb + e e ∼ N(0, σ2In)

y =

y1
y2…
yn n×1

e =

e1
e2…
en n×1

b =

α
b1

b2…
bp

( p+1)×1

X =

1 x11 x12 … x1p

1 x21 x22 … x2p
…
1 xn1 xn2 … xnp

n×p

min
a, b1, b2, …∑ (ei)2 min

b e′ e =
min

β (y − Xb)′ (y − Xb)

Q = (y − Xb)′ (y − Xb) = (y′ − b′ X′ )(y − Xb) = y′ y − y′ Xb − b′ X′ y + b′ X′ Xb

Q b
∂Q
∂b

= − X′ y − X′ y + 2X′ Xb̂ = 0 b̂ = (X′ X )−1(X′ y)
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【회귀분석】 【OLS 추정】

OLS 추정치 성질 : GAUSS-MARKOV Theorem 

 회귀계수에 대한 OLS 추정치는 BLUE(Best Linear Unbiased Estimator)이다. 즉 모든 선형, 불편 추정량 중 최
소 분산(minimum variance)를 갖는다. 분포함수가 지수족이므로 MLE는 CSS이고 불편추정량이므로 Rao-
Blackwell 정리에 의해 MVUE이다.  

[증명]  

(1) OLS 추정치 는 의 선형함수이다. Linear 

또 다른 선형 추정치를 라 하자. 단,  

[궁극적으로 행렬 은 0 행렬임을 보이면 된다. 

(2) 불편성을 만족해야 하므로  

그러므로 이어야 불편성을 만족한다. 

(3) 최소분산성에 의하여 

 
이를 정리하면 이다. 

는 양반정치행렬(positive semi-definite matrix)이므로 음이 될 수 없으므로 OLS 추정치의 추정분산이 가장 
적다. 그러므로 OLS는 최소분산 불편추정량(MVUE-Best Unbiased Estimator)이다. (QED) 

OLS 평균과 (추정)분산 

불편추정량  

추정분산 :  

추정분산 추정치 :  
예측변수  추정오차  :  의 번째 대각원소 양의 제곱근 

MLE 추정 

오차항의 가정 이므로 이다. 

이므로 우도함수는 이므로  

로그 우도함수를 최대화 하는   추정치는 을 최소화 하는 OLS 추정치와 동

일하다. 그리고 MLE는 MVUE이므로 가장 좋은 추정치이다.  

b̂ = (X′ X )−1(X′ y) y

̂b0 = (K + C )y K = (X′ X )−1X′ 

C

E( ̂b0) = E(K + C )y) = E(Ky) + E(Cy) = b + CXb

CX = 0

V( b0) = V [(K + C )y] = (K + C )V(y)(K + C )′ = σ2(K + C )(K + C )′ 

V( b0) = σ2(KK′ + CC′ ) = V(b̂ ) + σ2CC′ 

C′ C

E( b̂) = E((X′ X )−1X′ y) = (X′ X )−1X′ E(y) = (X′ X )−1X′ Xb = b

V( b̂) = V((X′ X )−1X′ y) = (X′ X )−1X′ )σ2I((X′ X )−1X′ )′ = σ2(X′ X )−1

̂V( b̂) = ̂σ2(X′ X )−1 = MSE(X′ X )−1

Xk s(b̂k) MSE(X′ X )−1 k

e ∼ N(0, σ2In) y ∼ N( X b, σ2In)

y ∼ N(Xb, σ2In) L(y; X, b, σ2) ∝ e− 1
2σ2 (y−Xb)′ (y−Xb)

MLE
min

β (y − Xb)′ (y − Xb)
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【회귀분석】 【OLS 추정】

적합치  

회귀모형에 OLS 추정치를 대체한 모형식 :   

[정의] Hat 행렬  

•H 행렬은 대칭행렬( )이며 멱등행렬( )이다.  

•행렬 도 대칭행렬이며 멱등행렬이다. 

만약 가 성립하는 행렬 를 멱등행렬(idempodent)이라 한다.  
만약 A가 멱등행렬이면, (n은 2보다 큰 정수)가 성립한다. 

잔차 residual  

 관측치와 적합치의 차이로 오차항에 대한 추정치이다. 

 
•잔차는 오차의 추정치이다.  

•잔차의 평균은 0이다.  

•잔차 분산 :   

̂yi

ŷ = Xb̂ = X(X′ X )−1X′ y = Hy

H = X(X′ X )−1X′ 

H′ = H HH = H

(I − H )

A A = A A
An = A

ri = yi − ̂yi

r = y − ŷ = y − Hy = (I − H )y

̂ei = ri

V(r) = V((I − H )y) = σ2(I − H )
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【회귀분석】 【추론】

회귀계수 추론방법 개념 

분산분석적 접근 

목표변수의 분산(총변동 )을 모형이 설명변동과 설명하지 못하는 오차변동으로 이분화 하고 설명변동이 오차변
동에 비해 충분히 크다면 회귀모형이 적절하다고(유의하다고) 판단한다. 

총변동 :  

귀무가설 : 모든 회귀계수는 유의하지 않다. 

 

 대립가설 : 적어도 하나의 회귀계수는 유의하다. 적어
도 이다. 

변동분할 variation decomposition 

총변동 Total Sum of Square  

목표변수의 값들의 변동에 대한 척도로 예측변수들이 목표변수를 잘 설명한다는 것은 변화를 예측하는 것임 = 목
표변수의 분산과 동일 개념 

 

모형변동 Regression (Model) SS  

목표변수 변동 중 설정된 모형에 의한 설명 부분이다. 

총변동에 가까울수록 회귀모형 설정이 적절함을 의미한다. 

 

오차변동 Error SS  

모형에 의해 설명되지 못하는 부분  

 

SST = ∑ (yi − ȳ)2 = ∑ y2
i − (∑ yi)2 /n = y′ y − (1/n)y′ Jny

b1

b2…
bp

p×1

=
0
0…
0 p×1

bk ≠ 0

SST = ∑ (yi − ȳ)2 = ∑ y2
i − (∑ yi)2 /n = y′ y − (1/n)y′ Jny = y′ (I − (1/n)J )y

SSR = ∑ ( ̂yi − ȳ)2 = y′ (H − (1/n)J )y

SSE = ∑ (yi − ̂y)2 = (y − Hy)′ (y − Hy) = y′ (I − H )y
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【회귀분석】 【추론】

 이차형식 

정의 

확률변수 벡터 , 상수행렬 에 대하여 을 이차형식이라 한다. 

[이차형식 분포 정리]  

만약 (표준정규 다변량분포를 따른다면), 이차형식 은 자유도가 

 인 카이제곱분포를 따른다.  

그리고 평균 , 공분산  

변동분포 

총변동 분포  

•  는 목표변수 의 이차형식이다.  

•오차항의 정규성 가정에 의하여  정규분포를 따르므로 이차형식인 는 자유

도 인 분포를 따른다. 

오차변동 분포  

• 는 목표변수 의 이차형식이다.  

•오차항의 정규성 가정에 의하여  정규분포를 따르므로 이차형식인 는 자유

도 인 분포를 따른다. 

자유도 분할: Cochran 정리 

•총변동의 자유도(관측치 중 자유로운 개수, 관측치 하나 하나는 독립적이고 정보를 갖고 있다)는 평균이 추
정되었으므로 ( )이다. <=>  이차형식 결과와 동일  

• 의 자유도는 이다. 

• 는 서로 독립인 와 로 나뉘고 도 의 이차형식 

이므로  카이제곱 분포를 따르고 Cochran 정리에 의해 자유도는 (예측변
수 개수)이다. 

•  

y A y′ Ay

y ∼ MVN(μ = 0, Σ = I ) y′ Ay
rank(A)

E(Q) = y′ μy COV(Q) = Aσ2A′ 

SST ∼ χ2(n − 1)

SST = y′ (I − (1/n)J )y y

y ∼ MVN(Xb, σ2I ) SST
rank(I − J/n) = n − 1 χ2

SSE ∼ χ2(n − p − 1)

SSE = y′ (I − H )y y

y ∼ MVN(Xb, σ2I ) SSE
rank(I − H ) = n − p − 1 χ2

n − 1

SSE (n − p − 1)

SST ∼ χ2(n − 1) SSE ∼ χ2(n − p − 1) SSR SSR y
(n − 1) − (n − p − 1) = p

SSR ∼ χ2(p)
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【회귀분석】 【추론】

평균변동및 기대평균변동 Expected MSE 

평균오차변동  

 : 오차분산 의 추정값 -  

평균오차변동 기대값 :  

평균회귀변동 

 : 평균 회귀변동 :  (단순회귀 경우) 

회귀변동 값은 회귀계수가 0과 차이가 많거나 예측변수 값의 차이가 큰 경우 회귀변동 값은 커진다. 

회귀변동이 커진다는 것은 회귀계수가 유의하든가 예측변수의 차이가 많다는 것을 의미한다. 

분산분석표, F - 검정 : 설정 다중 회귀모형 유의성 검정  

•귀무가설 : 설정한 회귀모형은 유의하지 않다. <=> 모든 예측변수의 회귀계수 값은 0이다. 

<=>   적절하지 않다. <=> 목표변수는 설정된 모든 예측변수로 설명되지 않는다. 

•대립가설 : 설정한 회귀모형 은 유의하다.  

<=> 회귀계수 벡터  중 유의한 회귀계수가 적어도 하나가 있다. 

•검정통계량 :  

그러므로 F-검정 결과 귀무가설이 기각되면 유의한 설명 변수가 하나 이상 있다는 것이므로 각 설명 변수에 
대한 유의성을 t-검정을 이용하여 알아 보면 된다. 

MSE =
SSE

n − p − 1
σ2 ̂σ2 = MSE

E( ̂σ2) = E(MSE ) = σ2

MSR =
SSR

p
E(MSR) = σ2 + b2 ∑ (xi − x̄)2

H0 : b = 0

y = Xb

y = Xb

b

TS =
MSR
MSE

∼ F(p, n − p − 1)

변동(source) 자승합 
Sum of Sqaures

자유도 
Df

평균자승합 
Mean SS

F-통계량

회귀변동

오차변동

총변동

MSR =
SSR

p
SSR = y′ (H − (1/n)J )y

SST = y′ (I − (1/n)J )y

 TS =
MSR
MSE

∼ F(p, n − p − 1)

p

MSE =
SSE

n − p − 1

n − 1

SSE = y′ (I − H )y n − p − 1
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【회귀분석】 【추론】

t - 검정 : 개별 예측변수 유의성 검정  

•귀무가설 : 예측변수 는 유의하지 않다.  

•대립가설 : 예측변수 는 유의하다.  

•검정통계량 :  

예측변수  추정오차  :  의 번째 대각원소 양의 제곱근 

두 개 이상 예측변수의 유의성 동시 검정  

Full Model  예측변수 개수  

 

Reduced Model 

귀무가설 : 일부 예측변수가 유의하지 않다. 유의하지 않은 예측변수 개수 =  

만약 첫 2개 예측변수 가 유의하지 않다면 귀무가설은 이 된다.  

Reduced model :  

추가 자승합 Extra Sum of Sqaures  정의 

•  :  완전모형의 회귀(모형)변동 

•  :  완전모형의 오차변동 

•  

검정통계량   

, 귀무가설에서 설정된 회귀계수 0인 예측변수 개수  

•Reduced Model :  모형에서 귀무가설 0 설정된 예측변

수 제외됨 

 (예측변수  유의성 검정) 

•Reduce Model : 완전모형에서  항이 제외됨 

•  (t-검정과 동일) 

H0 : bk = 0

Xk H0 : bk = 0

Xk H0 : bk ≠ 0

TS =
b̂k

s(b̂k)
∼ t(n − p − 1)

Xk s(b̂k) MSE(X′ X )−1 k

p

Yi = a + b1Xi1 + b2Xi2 + … + bpXip + ei

k

(X1, X2) H0 : b1 = b2 = 0 k = 2

Yi = a + b3Xi1 + b4Xi2 + … + +bpXip + ei

SSR(X1, X2, . . . , Xp) Yi = a + b1Xi1 + b2Xi2 + … + bpXip + ei

SSE(X1, X2, . . . , Xp) Yi = a + b1Xi1 + b2Xi2 + … + bpXip + ei

SSR(Xi |Xj) = SSR(Xi, Xj) − SSR(Xi)

H0 : bj = 0, forj = 1,2,...,k

TS =
(SSRF − SSRR)/k

MSEF
∼ F(k, n − p − 1) k =

Yi = a + b1Xi1 + b2Xi2 + … + bpXip + ei

H0 : bk = 0 Xk

Xk

TS =
SSRF − SSRR

MSEF
∼ F(1,n − p − 1) = t2(n − p − 1)
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【회귀분석】 【추론】

Sequential 순차 자승합 SS, Type I 

회귀모형 삽입 예측모형 순서 대로 자승합이 출력된다. 

회귀모형 :  

•삽입 순서에 따른 설명변동의 차이가 있음 

•  :  - 는 절편항을 의미한다. 

•  : , … 

•  :  

•통제변수 모형에 주로 사용된다. 

Type II: hierarchical or partially sequential  부분 자승합 

다른 모든 예측변수가 고정인 경우 해당 변수의 변동  

•  

•유의 변수 선택에 사용된다. 

•교차항이 있을 경우에는 Type III와 상이하다. 

Type III: marginal or orthogonal , partial 

타입 2 자승합과 동일하게 부분자숭합 개념이나 교차항이 있는 경우 상이하다. 

Yi = a + b1Xi1 + b2Xi2 + … + bpXip + ei

X1 SSR(X1 |μ) μ

X2 SSR(X2 |X1, μ)

Xp SSR(Xp |X1, X2, . . . , Xp−1, μ)

SSR(Xk |X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xp, μ)
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【회귀분석】 【추론】

실습 데이터 추론 

[방법1] 

df_clean.shape,df_clean.columns

최초 회귀모형 추정 데이터

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean.drop(columns=['Mortality'])) #add 
intercept 
fit=sm.OLS(y, X).fit() 
fit.summary()

목표변수 : 사망율 지수 Mortality,예측변수 : 14개 
유의한 예측변수 : 1월기온(-), 강우량(+), 비백인비율(+),사무직비율(-),로그_NOx

 분산분석 F-통계량=11.06
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【회귀분석】 【추론】

[방법2] 

 Full Model vs Reduced Model 검정 

Full 모형 : 사망률지수<-(1월기온,7월기온,강우량,습도) 
REduced 모형 : 사망률지수<-(1월기온,7월기온)   

import statsmodels.api as sm 
from statsmodels.formula.api import ols 
fit_lm=ols('Mortality~JanTemp + Rain',data=df_clean).fit() 
fit_lm.summary() 
sm.stats.anova_lm(fit_lm,typ=2) # Type 2 ANOVA DataFrame

회귀모형을 적어야 하는 단점은 있으나 절편항 추가 필요 없고 
범주형 변수의 경우 +C(범주형예측변수_이름) 적어주면 된다. [더미변수 만들 필요 없음] 
그리고 분산분석표도 출력가능하다. *)변수가 10개 이하인 경우 사용하는 것이 편리하다.

순차적 SS : Type 1 
sm.stats.anova_lm(fit_lm,typ=1) 
# Type 1 ANOVA

부분 SS : type 2, 3(절편, 
intercept  까지 산출된다.) 
2, 3의 차이는  
sm.stats.anova_lm(fit_lm,typ=2)

μ

마지막 예측변수(Rain)의 자승합은  동일하다. 
순차적 SS : 
부분 SS : , 그러므로 항상 Type 1이 크다.

SSR(Rain |μ(constant), JanTemp)
SSR(JanTemp |μ)

SSR(JanTemp |μ, Rain)

H0 : RelHum = Rain = 0

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X_full=sm.add_constant(df_clean[['JanTemp','JulyTemp','RelHum','Rain']]) 
fit_full=sm.OLS(y,X_full).fit()   #Full model Fit 
X_reduce=sm.add_constant(df_clean[['JanTemp','JulyTemp']]) 
fit_reduce=sm.OLS(y,X_reduce).fit() #Reduced model Fit 
ts=(fit_reduce.ssr-fit_full.ssr)/fit_full.mse_resid   #test statistic 
import scipy.stats as st 
1-st.f.cdf(ts,1,fit_full.nobs-5,0,1) #p_value

유의확률이 0.05보다 작아 귀무가설 기각, (습도, 강우량) 동시에 유의하지 않다. 적어도 
하나는 유의하다. , (귀무가설 설정 예측변수 

개수)

TS =
(SSRF − SSRR)/k

MSEF
∼ F(k , n − p − 1) k = 2
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【회귀분석】 【변수선택】

변수선택 방법 

개념 

•경험이나 이론에 의해 목표변수(Y)에 영향을 미칠 것 같은 예측변수를 선택하고 선형 회귀모형을 설정한다. => 
데이터를 수집 후 회귀모형의 회귀계수를 추정하고(OLS) 분산분석의 F-검정에 의해 모형의 유의성을 검정한
다.(H0 :β1 =β2 =...=βp =0,모든예측변수는유의하지않다) => F-검정(분산분석) 결과 귀무가설이 기각되면 t-검
정을 이용하여 회귀계수(예측변수)의 유의성 검정을 한다.  

•오컴의 면도날(Occam’s Razor) : 경제성의 원리(Principle of economy), 절약성의 원리(Principle of parsimony) - 
모든 상황이 동일하다면 가장 간단한 방법이 최선이다. 즉, 회귀모형이 동일한 정보를 준다면(설정 모형이 예측
변수의 변동을 설명하는 비율) 적은 예측변수 모형이 최선의 모형이다. 

•유의하지 않은 예측변수를 하나씩 제외하면서 모든 변수가 유의할 때까지 계속한다. 어떤 예측변수를 제외할 
것인가? 가장 유의하지 않은 예측변수, 즉 t-검정통계량 값이 가 장 작은 것(p-value가 가장 큰 것)을 제외한다. 

모형 유의성 검정 - F 검정  

귀무가설 : 모든 예측변수가 유의하지 않음 - 선택되면 분석 종료하고 귀무가설이 기각되어 모형 내 설정한 예측
변수 중 적어도 하나라도 유의하면 다음 단계로 넘어간다. 

개별 예측변수 - t 검정  

유의하지 않은 순서대로 하나씩 제외함 : 유의확률이 가장 크거나 t-통계량이 가장 작은 순서대로 모형 내 모든 예
측변수가 유의할 때까지 반복 제거함 

다중공선성 분석과 순서 문제 

대부분의 교과서에서는 다중공선성 진단을 먼저 설명하고 있으나 어느 단계를 먼저해도 동일 결과를 얻는 경우
가 대부분이므로 간편 작업(변수선택 과정을 먼저 거치면 다중공선성 진단을 하면 진단 변수의 수 줄어듬)을 위하
여 변수선택을 먼저하는 것이 적절하다. 

반드시 필요한가? 

예측이 목적이라면 설명력이 전혀 없는(목표변수와 상관계수 0) 예측변수는 필드에서는 존재하지 않으므로 미미
하지만 목표변수를 설명하므로 선택, 제외할 필요는 없다. 그러나 너무 많은 변수가 존재하면 과적합 문제가 발생
하므로 데이터 개수에 비해 변수의 개수가 많아지는 경우 차원 축소 측면에서 변수선택은 필요하다.  
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【회귀분석】 【변수선택】

통계량 이용 

결정계수 Determination Coefficient   

 결정계수는 모형내의 개   예측변수들이 목표변수의 (총)변동(목표변수 관측값들의 변동)에 대한 설명력의 정
도를 나타내는 수치이므로 변수선택의 지표가 된다.  

결정계수의 크기가 70%이면 설정된 예측변수의 설명력이 충분함, 80% 이상이면 매우 충분하다고 판단함, 그리
고 90% 이상이면 완전에 가까운 설명력을 가짐 - 현재 설정된 예측변수만으로 목표변수 변동을 매우 잘 예측할(설
명) 수 있음 

예측변수의 개수가 같은 경우 어떤 변수 그룹이 설명력이 높은가를 쉽게 알아보는 사용할 수 있으나 검정 통계량
은 존재하지 않는 단점이 있다.  

그러나 예측변수 개수가 증가할 때 마다 결정계수는 항상 증가하므로 변수의 개수가 다른 경우에는 다음의 수정 
결정 계수를 사용하는 것이 좋다. 

수정결정계수 adjusted   

수정(adjusted) 결정계수는 결정계수의 문제점(유의하지 않은 예측변수가 삽입되어도 항상 증가)을 해결하기 위
하여 계산되는 척도 

그러나 예측변수의 증가로 줄어든 SSE의 값과 오차 자유도의 감소가 상쇄되므로 설명력의 지표로 좋은 것은 아
니다. 그리고 유의성을 검정할 검정통계량이 존재하지 않는다.  

수정결정계수는 예측변수 군과 개수가 서로 다른 회귀모형의 설명력을 비교할 때 사용된다. 

목표변수의 예측 값을 높이는 모형을 선택하는 것이 분석 목적이라면 이 방법을 이용하여 최적 모형을 찾으면 됨 

Mallow  ,  

Mallow  값이 예측변수 개수( )와 근사한 경우 좋은 회귀 모형으로 판단한다.  

여전히 이 방법에서도 각 예측변수의 유의성에 대한 검정을 실시한 것은 아니다.  

(이론적 근거) 이고 만약 모형이 적합하다면 이다. 

R2
p =

SSRp

SSTp

p

R2
adj = 1 −

(1 − R2)/(n − 1)
(n − p − 1)

Cp =
SSE
MSE

− n + 2(p + 1) Cp =
(SSE − 2 * p * MSE )

n

Cp p

MSE = ̂σ2 Cp ≈ (p + 1)
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【회귀분석】 【변수선택】

예측잔차자승합(Prediction REsidual Sum of Squares)  

 : -번째 관측치를 제외한 후 모형을 추정한 후 구한 목표변수 의 적합값 

-번째 관측치 제외 잔차 =  

잔차자승합 PRESS 값이 적을수록 좋은 모형 

AIC, SBC 모두 작을수록 적합도가 높다. 

AIC(Akaike Information Criteria)  

,  : 회귀모델의 최대우도함수 

BIC(Bayesian information criterion) 

 

Comment 

(수정)결정계수, Mallow , PRESS 통계량 이용 방법은 어떤 변수 군들이 좋은지에 대한 지표만을 제공할 뿐 변수의 
유의성은 검정되지 않았다.  

일반적으로 이 방법들을 이용할 때는 수정 결정 계수와 Mallow 에 의해 좋다고 간주되는 변수 군들을 몇 개 선

택하고 각 변수 군에 대해 PRESS 값을 계산하여 최적 변수 군을 선택하면 된다.  

AIC,BIC, PRESS는 전혀 다른 변수 군을 비교할 때(변수들이 모두 유의한 경우) 사용되므로 널리 사용된다.  서로 다
른 변수 군의 적합 정도 비교 시 사용된다.  

AIC,BIC는 빅데이터 예측모형 비교 시 주로 사용된다. 

부분 결정계수 Coefficient of Partial Determination  

예를 들어 3개의 예측변수가 존재하는  모형을 가정하자. 에 의해 설명되고 남은 예측변수 변동을  

두 예측변수( )가 설명하는 변동을 다음과 같이 정의하고 이를 부분 결정계수라 한다. 

 

PRESS = ∑ (yi − ̂y(i))2

̂y(i) i yi

i (yi − ̂y(i))

AIC = 2p − 2ln(L̂) L̂

BIC = p * ln(n) − 2ln(L̂)

Cp

X1, X2, X3 X1
X2, X3

R2
Y.2,3|1 = SSR(X2, X3 |X1) = SSR(X1, X2, X3) − SSR(X1)

SSE(X1)
= SSE(X1) − SSE(X1, X2, X3)

SSE(X1)

 HNU Dept. of Statistics       http://wolfpack.hnu.ac.kr 〖 / 〗25 66

http://wolfpack.hnu.ac.kr


【회귀분석】 【변수선택】

고전적 변수선택 방법 

Backward 후진제거 

모든 예측변수를 고려한 모형에서 유의하지 않은 예측변수를 하나씩 제거하는 방법이다. 

•고려된 예측변수를 모두 삽입한 후 예측변수 중 가장 유의하지 않은(유의확률이 가장 큰) 예측변수를 제외 

•가장 유의하지 않다는 것은 다음 검정 결과 유의하지 않고 F값이 가장 작은 예측변수를 의미한다. 

 
•모든 예측변수가 유의할 때까지 위의 과정을 반복한다. 

전진삽입 forward 

1) 고려된 예측변수 중 설명력( )이 가장 높고(유의확률이 가장 작음) 설명력이 유의하면 변수를 선택한다. 

•  

2) 이미 선택된 예측변수(  )의 설명 부분을 제외하고 남은 목표변수 변동 중 가장 많이 설명하고 

( 이 가장 큰) 그 설명력이 유의한 경우 을 2번째로 선택한다. 

•  

유의한 예측변수가 없을 때까지 2)의 작업을 반복한다. 

stepwise 단계삽입 

단계 삽입(stepwise)은 Forward 방법과 유사하지만 한 번 선택된 설명 변수에 대해서는 유의성 검정을 다시 실시
한다는 점이 다르다. 

•고려된 예측변수 중 설명력( )이 가장 높고(유의확률이 가장 작음) 설명력이 유의하면 변수를 선
택한다. = 첫단계는 전진삽입 방법과 동일함 

•이미 선택된 예측변수( )의 설명 부분을 제외하고 남은 목표변수 변동 중 가장 많이 설명하고 

( 이 가장 큰) 그 설명력이 유의한 경우 을 2번째로 선택한다. = 2번째 단계까지도 전진삽
입 방법과 동일하다. 

•새롭게 선택된 변수( )를 이용하여 기존 선택된 예측변수( )의 유의성을 검증하여(즉 이 설명하고 

남은 목표변수의 변동을 이미 삽입된  변동이 유의한지 검증) 만약 유의하지 않으면 을 제거한다.  
•유의한 예측변수가 존재하지 않을 때까지 위의을 반복한다. 

SSER(no Xk) − SSEF

MSEF
∼ F(1,n − p − 1)

SSRk

ma x
SSR(Xk)
MSE(Xk)

∼ F(1,n − 2)

Xk
SSR(Xm |Xk) Xm

ma x
SSR(Xk, Xm) − SSR(Xk)

MSE(Xk, Xm)
∼ F(1,n − 2)

SSR(Xk)

Xk

SSR(Xm |Xk) Xm

Xm Xk Xm

Xk
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【회귀분석】 【변수선택】

실습 데이터 [후진제거방법] 

[후진제거] 

df_clean.shape,df_clean.columns

y=df_clean['Mortality'] 
X=df_clean.drop(columns=['Mortality']) 
#Backward Elimination 
sig_level=0.2 
cols = list(X.columns) 
pmax = 1 
while (len(cols)>0): 
    p= [] 
    X_1 = X[cols] 
    X_1 = sm.add_constant(X_1) 
    model = sm.OLS(y,X_1).fit() 
    p = pd.Series(model.pvalues.values[1:],index = cols)       
    pmax = max(p) 
    feature_with_p_max = p.idxmax() 
    if(pmax>sig_level): 
        cols.remove(feature_with_p_max) 
    else: 
        break 
selected_features_BE = cols 
print(selected_features_BE)

빅데이터 변수선택의 경우 고전적 변수선택방법(전진, 후진, 전진삽입)은 자주 사용하지 않
아 파이썬은 고전적 방법에 대하여 모듈인 아닌 코딩 함수로 표현하다. 
가장 사용 편리한 것이 후진제거이고 빅데이터방법 대부분이 전진삽입 방법이므로 전진삽입 
방법은 빅데이터 모듈을 사용하면 된다. 
유의수준 0.2로 하여 적어도 20%에서 유의한 변수만 선택한다. (0.15~0.3 권장, 가능
하면 많은 예측변수 선택하자.) 
최종 예측변수 유의성 분석은 1)다중공선성 문제 진단 2)회귀진단 후 결정된다.
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【회귀분석】 【변수선택】

최종 회귀모형 선택 방법 : 모형비교 

서로 예측변수가 고려된 모형 중 최적 모형을 선택하고자 할 때는 MAE(Mean Absolute Error 오차평균절대), 
MSE(Mean Sqaured Error 오차평균자승합), RMSE(Root Mean Sqaured Error 자승합 제곱근) 나 수정결정계수 값
을 비교한다. 

표본데이터 크기 : 이고 OLS 목표변수 적합치(추정치) : 인 경우 

•  

• ,  

새로운 자료 (표본크기 ) 수집하고 모형의 예측력을 다음 방법에 의해 계산하여 각 모형을 비교한다. 평균자승

합예측오차 Mean Square Prediction Error  

새로운 자료로 회귀 모형을 추정하였을 때 이전 자료에서 추정된 회귀 모형과 유사하면 추정된 회귀 모형은 좋다
고 판단할 수 있다. 새로운 자료 수집이 불가능한 경우에는 데이터를 splitting하여 모형추정 데이터와 예측 데이터
로 나누어 분석한다. 

수정결정계수나 PRESS, AIC, SBC에 의한 최적 회귀모형 선택은 예측변수가 서로 다른 그룹을 비교할 때 사용되는 
통계량이다. 

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean[selected_features_BE])  
fit=sm.OLS(y, X).fit() 
fit.summary()

회귀분석 결과 예상대로 모든 설명변수는 20%에서 유의하다.

 결정계수 R2 = 75.8 %

n ̂yi

MAE =
1
n ∑ |Yi − ̂Yi |

MSE =
1
n ∑ (Yi − ̂Yi)2 RMSE = (MSE )

n*

MSPE =
1

n*

n*

∑ (yi − ̂yi)2

 HNU Dept. of Statistics       http://wolfpack.hnu.ac.kr 〖 / 〗28 66

http://wolfpack.hnu.ac.kr


【회귀분석】 【변수선택】

SSR 활용 최적모형 탐색 <=> 결정계수 최대와 동일함 

 결정계수  

def processSubset(feature_set): 
    # Fit model on feature_set and calculate RSS 
    model = sm.OLS(y,X[list(feature_set)]) 
    regr = model.fit() 
    RSS = ((regr.predict(X[list(feature_set)]) - y) ** 2).sum() 
    return {"model":regr, "RSS":RSS} 
def getBest(k): 
    tic = time.time() 
    results = []     
    for combo in itertools.combinations(X.columns, k): 
        results.append(processSubset(combo)) 
    # Wrap everything up in a nice dataframe 
    models = pd.DataFrame(results)     
    # Choose the model with the highest RSS 
    best_model = models.loc[models['RSS'].argmin()] 
    toc = time.time() 
    print("Processed", models.shape[0], "models on", k, 
"predictors in", (toc-tic), "seconds.") 
    # Return the best model, along with some other useful 
information about the model 
    return best_model 
import time 
import itertools 
models_best = pd.DataFrame(columns=["RSS", "model"]) 
tic = time.time() 
for i in range(1,X.shape[1]): 
  models_best.loc[i] = getBest(i) 
  # subet preocessing ...

SSR(설명변동) 기준 1개일 때 최적(SSR 가장 큰) 예측변수, 2개 일 때 가장 최적 변수
군, …, 이런 식으로 예측변수 개수만큼 늘려가면서 최적 변수군을 선택하여 
models_best 저장한다. 변수 개수가 7개인 최적 변수군을 출력하면 다음과 같다.

models_best.loc[8,"model"].model.exog_names #상수 constant 포함 

print(models_best.loc[8,”model”].summary()) #회귀추정 결과 출력

R2 = 75 %
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

빅데이터 접근 변수선택 

Data Split 

train and test data 

대용량 빅데이터의 경우에는 데이터 세트를 2분화 하여 모형을 추정하는 데이터(훈련 데이터 train dataset), 추정 
모형을 이용하여 예측 정확도를 판단하는데(평가) 활용되는 데이터(검증 test dataset)로 활용한다. 일반적으로 
8:2 혹은 7:3으로 나눈다.  이는 예측모형의 과적합과 underfitting 문제를 해결하기 위하여 머신러닝 기법에서 제
안된 방법이다. 이방법은 전혀 새롭지 않은 개념이다. 이전 데이터마이닝에서 데이터를 3단계, train, validation, 
test 데이터로 나눈 것과 유사하다. 

 
cross validation 필요 이유 

훈련 데이터와 검증 데이터의 스플릿이 무작위가 아닌 경우 문제가 발생한다. 훈련 데이터가 특정 변인에 의해 왜
곡되어 있다면 과적합 문제가 발생하다. 예를 들어 우연히 소득수준이 높은 집단이 훈련 데이터에 많이 포함되어 
있다면? 한 번의 데이터 스플릿에 의한 분석은 왜곡된 정보를 준다. 

K-Folds Cross Validation에서 훈련 데이터를 k 개의 다른 부분 집합으로 나눈다. k-1 부분 집합을 사용하여 데이
터를 훈련시키고 마지막 부분 집합을 테스트 데이터로 하여 검증하게 된다. 이런 과정을 k번 거쳐 계산된 정확도 
평균을 훈련 데이터 정확도로 하게 되며 그런 다음 검증 데이터 세트에 대해 검증한다. 
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

과적합과 과소적합 

 

overfitting 

과적합은 우리가 추정한 모형이“너무 잘 훈련”되었고 현재는 훈련 데이터 세트를 가장 잘 설명하고 있다는 것을 
의미한다. 위의 오른쪽 두 추정 모형을 보면 과적합으로 인하여 데이터에 범용(향후 검증 데이터에 적용 가능한
지? 혹은 일반 상황에도 적용 가능한지?) 적합한 모형인지 이 훈련 데이터에만 적합한지 알 수 없다는 사실이다. 

관측치 수에 비해 너무 많은 특징(변수)가 존재하는 경우 발생하며 추정 모형은 훈련 데이터에서 매우 정확하지만 
훈련되지 않은 또는 새로운 데이터에서는 정확하지 않을 수 있다.  

이 추정모형의 결과를 일반화하고 다른 데이터, 즉 궁극적으로 수행하려는 작업에 대해 추론 할 수 없음을 의미한
다. 기본적으로 과적합이 발생하면 모델은 데이터의 변수 간 실제 관계 대신 학습 데이터의 "노이즈"를 학습하거
나 설명하게 되므로 이 노이즈가 포함되어 있지 않은 (검증)데이터 세트에는 적용할 수 없게 된다. 

underfitting 

과적합과 대조적으로, 모델이 과소적합되면 모델이 훈련 데이터에 적합하지 않으므로 데이터의 추세를 놓치게 
되며 또한 추정 모형을 새 데이터로 일반화 할 수 없음을 의미한다.  

이는 매우 간단한 모형 (충분한 예측 변수 / 독립 변수가 아님)의 결과로 선형이 아닌 데이터에 선형 모델 (예 : 선
형 회귀)을 적용 할 때도 발생할 수 있다. 이 모델은 예측 능력이 좋지 않을 것이며 훈련 데이터에서 다른 데이터로 
일반화 할 수 없음을 알 수 있다. 
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

L1 and L2 Regularization 

과적합 문제를 해결하기 위한 전처리 작업에 해당된다. 

Norm  

벡터의 크기 혹은 두 벡터의 거리를 측정하는 함수이다. p=놈의 차수를 의미하며 p=1이면  놈, p=2이면 놈
이라 한다.  

• 놈 : 맨하턴(Manhattan) 거리이다. 

•  놈 : 유클리디안(Eucleadian) 거리이
다. 

Regularization 정규화, 일반화 개념 

모형을 추정한다는 것은 관측치에 가장 적합
한 모형을 찾는 것인데 이는 원래 함수가 임
에도(검은 색) 불구하고 과적합 결과는 레드 
함수로 추정되어 있다. 왜? 더 많은 정보를 사
용하고도 원 함수와 다른 결과가 발생하나? 
이는 (원 함수에서 관측된) 관측값(검은 점)에 
가장 적합한 함수를 추정하였으므로 이런 현
상이 발생한다. 

함수를 추정하는 경우에는 관측값과 예측값
에 의해 계산되는 손실함수(loss function, 
cost)를 최소화하는 추정함수를 최적 추정함
수라 한다. 

Loss function 손실함수  

L1 손실함수 :   

•Least absolute deviations(LAD), Least absolute Errors(LAE) 

L2 손실함수 :  

•Least squares error(LSE) 

어떤 손실함수를 사용할 것인가? 이상치가 존재하는 경우 이상치에 덜 민감한 (resistant to outliers) L1 손실함수
가 적절하나 미분이 가능하고(수학 연산이 용이함) 멀리 떨어진 관측값에 보다 큰 손실을 적용하는 L2 손실함수
가 가장 널리 사용된다. 

| |Xp | | = (∑ |xi |
p )1/p

L1 L2

L1

L2

f

L(yi, ̂yi)

L(yi, ̂yi) = ∑ |yi − ̂yi |

L(yi, ̂yi) = ∑ (yi − ̂yi)2
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

L1 Regularization  

Lasso Regression (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)  

손실함수  

• =0이면 OLS 추정과 동일하고 가 커지면 회귀계수 영향이 작아져 과소적합이 된다. 

•목표변수에 영향도가 적은 예측변수의 회귀계수를 크기를 최소화 하고 영향도가 큰 예측변수의 회귀계수 
크기를 상대적으로 크게 하여 주요 예측변수 ‘feature selection’에 사용된다. 

L2 Regularization  

Ridge Regression 능형 회귀분석  

손실함수  

• =0이면 OLS 추정과 동일하고 가 커지면 불편성이 발생하고 MSE를 최소화 한다. 

•다중공선성 문제를 해결하는 정규화 방법이다. 

Features Enginerring 

Feature 선택  

Feature 순위 또는 Feature 중요도 부여하는 과정으로 중요 변수(주요 신호)의 부분집합을 선택하거나, 불필요한(중
요하지 않은) 변수들을 제거하여 변수의 차원(개수)을 줄이는데 그 목적이 있다. 분류모델 중 Decision Tree 같은 
경우는 트리의 상단에 있을수록 중요도가 높으므로 이를 반영하여 특징 별로 중요도를 매길 수 있다. 회귀모델의 
경우에는 유의 변수선책 알고리즘을 통해 변수 선택이 가능하다. 

Feature 선택기법에는 상관분석과 모델기반 방법인 Lasso Regression, Recursive Feature Elimination, Tree-based 
Model, (Logistics) Discriminant Analysis 등이 있다 

Feature 추출  

원데이터 변수들의 구조적 관계를 활용하여 새로운 변수를 생성하거나(고차원의 공간을 저차원의 새로운 공간으
로 차원축소) 변수들 간의 상관계수를 변수 유사성 척도로 하여 Feature를 탐색한다. PCA, SVD 차원축소 방법도 
여기에 해당하며, 상관관계 유의한 변수군을 만드는 Canonical Correlation Analysis(CCA) 등이 Feature 추출 과정
의 방법론이다. 

OLS(L(yi, ̂yi)) + λ∑ |βj |

λ λ

OLS(L(yi, ̂yi)) + λ∑ |β2
j

λ λ
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

LASSO 방법 

데이터 값을 축소(shrinkage) - 중심점 평균으로 중심화 하여(L1 정규화 ) 목표변

수에 영향을 많이 미치는(목표변수 변동을 보다 잘 설명하는) 예측변수를 선택하거나 다중공선성 문제 진단하는
데도 사용된다. 

손실함수 을 최소화 하는 것은 제약 조건 하에서 OLS의 SSE를 최

소화 하는 추정치를 구하는 것과 동일하다. 

 결정 

•  : OLS 추정과 동일, 모든 예측변수가 추정된다. 

•  : 모든 예측변수의 회귀계수가 0이 되어 모든 예측변수 제거된다. 

•  가 증가하면 추정 편이는 증가하고 제거되는 예측변수의 개수는 많아진다. 

•최적 람다는 AIC, BIC를 최소화 하는 람다를 구한다. 

Minimizing Information Criteria 
,  

 =  의 자유도, OLS의 경우 이다. 

 

OLS(L(yi, ̂yi)) + λ∑ |βj |

OLS(L(yi, ̂yi)) + λ∑ |βj | ∑ |βj | ≤ s

λ

λ = 0

λ = ∞

λ

AICridge = nln( e′ e) + 2dfridge BICridge = nln( e′ e) + 2dfridgeln(n)

dfridge tr(X′ X + λI ) dfOLS = tr(X′ X ) = p
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

모형 개선 방안[파이썬 코드 활용] 

Univariate Selection :  전진삽입방법과 동일 

목표변수의 변동에 대한 예측변수의 설명력의 검정 통계량인 F-통계량의 크기로 설명력이 높은 변수를 선택 

•회귀모형의 변수 선택은 f_regression 이며 F-통계량에 의해 변수 선택된다. k 옵션은 최대 유의한 변수 개수 설
정이며 디폴트는 10이다. 최대 개수와 유의한 변수 개수는 다르다. 

•결과를 보면 유의한 변수 10개까지 (pop_density_log) 이다. 유의확률 5% 이하 

•결과를 보면 상관계수 크기 순이고 상관계수 유의학률과 동일하다. 

•만약 범주형 판별분석의 유의한 예측변수를 선택하는 경우 chi2를 사용하며 y는 반드시 정수이어야 한다. y = 
np.array(y).astype(int) 

df_clean.info()

예제 데이터 n=59개 도시 
목표변수 : Mortality 
예측변수 : 나머지 변수 

•최적 변수 개수를 7로 하였음 - 하여, 랭
킹에는 7개만 1, 나머지는 2, 3, 4 … 
순으로 선택된다.

import numpy as np 
from sklearn.feature_selection import SelectKBest 
from sklearn.feature_selection import f_regression 
y=df_clean['Mortality'] 
X=df_clean.iloc[:,1:15] 
bestfeatures = SelectKBest(score_func=f_regression, k=10) 
#default k=10 
fit=bestfeatures.fit(X,y) 
dfpvalues = pd.DataFrame(fit.pvalues_) 
dfscores = pd.DataFrame(fit.scores_) 
dfcolumns = pd.DataFrame(X.columns) 
#concat two dataframes for better visualization  
featureScores = pd.concat([dfcolumns,dfscores,dfpvalues],axis=1) 
featureScores.columns = ['Specs','Score','pvalues']  #naming the 
dataframe columns 
print(featureScores.nlargest(7,'Score'))  #print best features
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

   [SSR 방법Best Model]  다름 

   [결정계수=71.5%]  

select_vars=featureScores.loc[featureScores['pvalues']<0.1,:]['Specs'] 
select_vars

개별 예측변수의 유의확률(즉 목표변수와 상관계수 유의성과 동일) 10% 미만이나 예측변수
가 동시에 고려되면 유의하지 않을 수 있음 [강우량, 인구밀도, 비백인비율, 가구원수, 가
구소득, LOG_NOxPot] 등은 유의하지 않음

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean[select_vars])  
fit=sm.OLS(y, X).fit() 
fit.summary()
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

Recursive Feature Elimination : 후진 제거방법과 동일 

 

y=df_clean['Mortality'] 
X=df_clean.iloc[:,1:15] 
from sklearn.feature_selection import RFE 
from sklearn.svm import SVR 
estimator = SVR(kernel="linear") 
selector = RFE(estimator, 7, step=1) #최적 7개 변수만 선택 
selector = selector.fit(X, y) 
print(X.columns,'\n', selector.support_,'\n',selector.ranking_)

import numpy as np 
var_select=pd.DataFrame(np.transpose([np.array(X.columns),selecto
r.ranking_])) 
var_select.columns=['var_name','rank'] 
var_select.loc[var_select['rank']==1,"var_name"]

   Univariate   많이 상이 

(SSR Best Model)  PopDensity(인구밀도) <-> 7월 기온만 상이함
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

import numpy as np 
var_select=pd.DataFrame(np.transpose([np.array(X.columns),selecto
r.ranking_])) 
var_select.columns=['var_name','rank'] 
var_select.loc[var_select['rank']==1,"var_name"]

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean[var_select.loc[var_select['rank']==1,"var_name"]])  
fit=sm.OLS(y,X).fit() 
fit.summary()

 결정계수 73.8%
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

LASSO 

from sklearn import linear_model 
import matplotlib.pyplot as plt 
lassoReg=linear_model.Lasso(alpha=0.1, fit_intercept=True, 
normalize=True) 
y=df_clean['Mortality'] 
X=df_clean.iloc[:,1:15] 
fit=lassoReg.fit(X,y) 
plt.title('Reg. Coefficients of (Motality)') 
plt.plot(fit.coef_); plt.show()

var_nm=pd.Series(X.columns,name='Var') 
coeff=pd.Series(fit.coef_,name='Coeff') 
LASSO=pd.concat([var_nm,coeff],axis=1) 
LASSO[abs(LASSO['Coeff'])>0] #모든 예측변수 출력

LASSO_res=LASSO[abs(LASSO['Coeff'])>1.5]['Var'] #일부 선택 (7개) 
import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean[LASSO_res])  
fit=sm.OLS(y,X).fit() 
fit.summary()

회귀계수의 크기가 큰(단위를 표준화 하였으므로 회귀계수 크기가 크다는 것은 종속변수에 
대한 영향도가 크다는 것을 의미한다.  가구원수 > LOG_NOxPot > Education > 
%NonWhite > log_HCPot 순으로 목표변수 Mortality에 영향을 미친다. 
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【회귀분석】 【변수선택-빅데이터방법】

최종 임시 모형 

다중 공선성 진단 및 최종 회귀진단 전에 잠정적으로 유의한 예측변수들을 선택할 필요가 있다. 유의한 혹은 주요
한 변수를 선택하는 방법은 기준은 다음과 같다.  

•예측변수의 목표변수의 변동을 가장 잘 설명하는가? <=> 결정계수 (SSR Best Model) 

•예측변수는 유의한가? 개별 유의성 (상관계수, Univariate Selection), 공동 유의성(후진제거), REF 방법 

•영향력 높은 변수 선택 

잠정 최종모형 선택 

         

July 기온은 목표변수와 개별 유의성(상관계수=0.322) 측면에서는 JanTemp(상관계수=-0.016)보다 크지만 다
른 예측변수와 함께 있다면 목표변수의 설명력(다른 예측변수들과 목표변수 변동 살명부분이 겹침)은 줄어든다. 
상관계수 행렬에서 JulyTemp 열과 JanTemp 열의 타 예측변수(특히 유의한) 상관계수 값을 보면 알 수 있다. 

최종적으로 후진제거(유의수준 0.2에서 유의) 방법의 8개 + RFE 2개 (Log_HCPot, JanTemp) - 겹치지 않는 = 
10개 변수를 최종으로 하였음 

SSR Best 
(7개 선택)

RFE 방법 
(7개 선택)

후진제거 α = 0.2Univaiate selection 
α = 0.1
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【회귀분석】 【다중공선성】

다중공선성  Multicollinearity 

개념 

다중 회귀모형( )은 예측변수와 목표변수간의 관계에 대한 분리하여(isolate) 유의성 

검정(F-검정)과 각 예측변수의 유의성(t-검정)에 가장 큰 관심이 있다.  

•서로 다른 예측변수의 상대적 중요 정도는 무엇인가?(표준화 회귀계수)  

•목표변수에 대한 예측변수의 설명력의 크기는 얼마인가? (OLS 추정 회귀계수) - 예측변수( ) 한 단위 증감 시 

목표변수는 만큼 변동한다. 

•이런 해석은 다른 예측변수들이 고정되었다는 가정이 필요하다. 

즉, 예측변수가 서로 독립(상관계수 0)이면 예측변수의 회귀계수( , 상대적 효과, 설명력, marginal effect)에 의해 
위의 질문에 답이 가능하다.  

그러나 현실에서 예측변수가 완벽하게 독립인 경우는 없다. 예측변수들 간 상관계수가 낮으면(유의하지 않으면) 
여전히 회귀계수 해석이 적절하다.  

그러나 만약 예측변수간에 상관관계가 높으면(유의하면) OLS 회귀계수 추정과 검정(추정 분산이 변함)이 쓸모가 
없게 되는데 이를 다중공선성(Multicollinearity) 문제라 한다. 

•예측변수 간의 상관관계가 높다는 것은 (변수의 유사성이 높다는 것이고) 목표변수를 설명하는 부분이 겹친다
는 것이다. 

•예측변수가 목표변수를 잘 설명한다는 것은 목표변수 값의 변동 방향을 매우 잘 예측(변동 방향의 일치, 물론 
회귀계수가 음이면 역방향)한다는 것을 의미한다. 

•그러므로 상관관계가 높은 예측변수들 간에는 목표변수 변동 설명 부분이 겹친다. 

구조적 structural 다중공선성 : 설정된 회귀모형이 예측변수의 다항식 항을 포함한 경우  

데이터 다중공선성 : 예측변수 간의 높은 상관 관계로 인한 발생 

yi = a +
p

∑
k

bk Xki + ei

Xk

bk

bk

x2, x3, . . .
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【회귀분석】 【다중공선성】

다중공선성 문제는 무엇인가? 

회귀모형 의 OLS 추정치는 이다. 예측변수( ) 간의 상관관계가 높으면(예: 

두 설명변수의 상관관계가 높으면 (데이터 행렬의 한 열(변수)이 다른 열(변수와 상관계수가 큰 변수)로 표현되므

로  되므로 의 값이 매우 커진다.  

•이로 인하여, OLS 추정치 이므로 추정값이 불안해진다. - 다중공선성 문제를 일으키지 않

는 예측변수의 회귀계수에 비해 변동이 커진다. - 회귀모형의 작은 변화에도 회귀계수의 추정치는 매우 민감하
게 반응한다. 

•그리고 OLS 추정의 추정분산( ) 또한 매우 커져 회귀계수의 부호까지 바뀌는 문제
가 발생한다. 

•회귀계수 추정 오차가 커지면 추정 정확도가 떨어지고 더 이상 회귀계수 유의성을 판단하는 유의확률(p-값)에 
대한 신뢰성도 낮아진다. - 즉, 회귀계수 유의성 검정의 신뢰성 저하, -> 추정 회귀모형 신뢰성 낮아짐 

과연 반드시 해결해야 하나? 

다음의 경우가 연구목적이라면 굳이 해결할 필요는 없다. 

예측(prediction)이 주목적인 경우 *** 

다중공선성은 회귀계수 추정오차에 영향을 주지만 모형의 정확, 예측에는 영향을 주지 않는다. 오히려 예측력을 
높이는 효과가 있음. 결정계수(Determination Coefficient)가 높아짐 

결론적으로 빅데이터의 예측모형 개념에서는 다중공선성 문제를 진단할 필용 없음 

그리고 모형 내 예측변수 회귀계수 부호가 (목표변수) 상관계수 부호와 동일하다면 진단하지 않아도 된다. 

통제변수가 다중공선성 문제를 일으키는 경우 

통제변수를 있는 모형의 경우 실험변수에만 다중공선성 문제가 없다면 해결할 필요 없음 

The fact that some or all predictor variables are correlated among themselves does not, in general, inhibit our 
ability to obtain a good fit nor does it tend to affect inferences about mean responses or predictions of 
new observations.  —Applied Linear Statistical Models, p289, 4th Edition. 

Baron, R. M. and Kenny, D. A. (1986) "The Moderator(조절)-Mediator(매개) Variable” 

y = Xb + e b̂ = (X′ X )−1X′ y Xk

det |X′ X | ≈ 0 X′ X =
adj(X′ X )
det |X′ X |

b̂ = (X′ X )−1X′ y

s2( b̂) = MSE(X′ X )−1
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【회귀분석】 【다중공선성】

매개효과 Meditator 

 
(순서1)  :  유의해야 한다. 

(순서2)  :  유의해야 한다. 

(순서3)  :  (매개효과) 유의하고 은 보다 절대값이 작아지거나 유의
하지 않을 수 있음 

조절효과 Moderate 

 
 

• 는 반드시 유의해야 한다. 

y = a + b11X + e b11

y = a + b21Me + e b21

y = a + b31X + b32Me + e b32 b31 b11

y = a + b1X + b2MO + b3X * MO + e

b3
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【회귀분석】 【다중공선성】

 맛보기 

예제데이터 df_clean 

  
•목표변수 사망율지수(Mortality)와 상관관계 가장 높은(가장 잘 설명하는) 비백인비율(%NonWhite)과 ‘7월기온
'(0.58) 선택하였음 

•비백인비율과 상관관계가 매우 작으나 목표변수와는 상관관계 높은 변수 %WC(사무직 비율) 선택 

비백인 비율  -> 사망률지수 단순 모형 

(비백인 비율, 7월기온)  -> 사망률지수 모형 

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean['%NonWhite'])  
fit=sm.OLS(y,X).fit() 
fit.summary()

비백인 비율이 1단위(1%) 증가하면 사망률지수 4.48증가함

 결정계수=41.8%

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean[['%NonWhite','JulyTemp']])  
fit=sm.OLS(y,X).fit() 
fit.summary()
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【회귀분석】 【다중공선성】

비백인 비율, 사무직비율(상관관계 낮음) -> 사망률지수 모형 

•7월 기온 유의하지도 않음 : 비백인비율 변수와 상관관계가 높아 사망률 지수를 설명하는 부분이 겹쳐 유의
하지 않게 되었음 

•결정계수 증가도 매우 미미하고 비백인비율의 추청오차(std err)도 0.701->0.88으로 높아짐 - 다중공선성 
문제로 인하여 추정이 왜곡됨 

•또한 비백인 비율 추정계수도 4.48-> 4.92 로 증가, 기울기(영향)이 변동이 심함 

•다중공성선 문제 발생 경고 창도 나타난다. 

 결정계수=42.5%

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean[['%NonWhite','income']])  
fit=sm.OLS(y,X).fit() 
fit.summary()

•목표변수, 사망률지수와 상관 관계 낮지만(설명력 부족) 비백인 비율이 설명하고 남은 부분에 대한 설명력은 
충분하여 유의하다. 

•결정계수도 46.6%로 4.8% 증가하였고 비백인 비율의 추청오차(std err)도 0.701->0.668로 낮아짐 

•회귀계수(기울기)도 4.48->4.38 로 낮아졌음, 설명 영향도가 제대로 반영됨 

•다중공선성 경고 창도 없음

   결정계수=46.6%

 HNU Dept. of Statistics       http://wolfpack.hnu.ac.kr 〖 / 〗45 66

http://wolfpack.hnu.ac.kr


【회귀분석】 【다중공선성】

진단도구 

산점도_상관계수 

산점도 행렬이나 상관계수를 계산하여 상관 관계가 높은 설명변수들을 판단하고 다중공선성 문제가 일어날 것이
라는 예상을 한다. 회귀분석의 시작은 산점도 행렬과 상관계수 행렬이다. 상관계수 행렬은 종속변수에 영향을 주
는 설명변수를 사전에 판단하고 설명변수 간 높은 상관관계로 인해 발생하는 다중공선성을 사전 진단할 수 있음 

간단히 진단할 수 있으나 다중공선성 유의성을 검정할 수 없고 두 예측변수만의 쌍체(pairwise) 진단만 가능하다. 

분산팽창지수 Variance Inflation Index  

k-번째 예측변수를 목표변수( )로 하고 나머지 예측변수를 설명변수로 하여 회귀분석 한 후 결정계수를 구한다.  

그 결정계수 값이 이다. 

•결정계수  값이 크다는 것은 가 다른 예측변수들에 의해 충분히 설명되고 있다는 것이고 이는 바로 다중
공선성 문제가 발생할 수 있다는 증거이다. 

•다수의 예측변수들에 의해 설명되는 정도를 나타내지만 상관계수와 같이 두 개의(쌍체) 예측변수에 의한 진단
에는 적절하지 못함 

일반적으로 VIF 진단 기준값은 상이함  

•10 이상: (Hair, J. F. Jr., Anderson, R. E., Tatham, R. L. & Black, W. C. (1995). Multivariate Data Analysis (3rd ed). 
New York: Macmillan.) 

•5이상 : Ringle, Christian M., Wende, Sven, & Becker, Jan-Michael. (2015). 

•빅데이터에서는 3, 2.5를 사용하기도 함. 

상태지수 Condition Index  

•예측변수의 공분산(상관계수)행렬을 이용하여 고유값 eigen value( ) 를 구한다. 

•이에 대응하는 Norm 1인 고유벡터가 주성분 부하 loading 이다. 

•고유값은 원변수(설명변수)의 선 형결합에 의해 만들어진 주성분 변수의 원변수 변동에 대한 설명력이다. 그러
므로 고유값가 크다는 것(상태지수 값이 큰 값) 주성분의 원 변수 변동에 설명력이 크다는 것을 의미한다. 

•고유벡터 내의 부하크기가 상대적으로 큰 변수들 간에는 상관관계가 높다는 것을 의미한다. 

•상태지수가 10이상(일반적으로 30이상)인 부하벡터에서 부하계수가 상대적으로 큰 변수들에 의해 다중공선
성 문제가 발생한다고 진단할 수 있다. 

VIFk =
1

1 − R2
k

Y
R2

k

R2
k Xk

CI =
λmax

λk

λk
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【회귀분석】 【다중공선성】

권장 진단 방법 

•VIF 통계량 3 이상, 최종적으로 유의하다고 판단된 설명변수의 피어슨 상관계수 활용 

•만약 최종 모형에서 추정된 해당 설명변수 회귀계수 부호와 종속변수와 해당 설명변수의 피어슨 상관계수 부
호가 동일하다면, 다중공선성 문제를 해결하지 않아도 됨.  

해결방안 

구조적 다중공선성 문제 해결 - 예측변수 centering (중심화) - 다항식 모형(예측변수의 제곱항, 세제곱항)에 적합 

표준화는 데이터의 평균과 표준편차를 활용하여 단위를 없앤 개념임 :  

중심화는 데이터의 평균을 0으로 이동한 개념임, 산포는 동일하게 유지됨 :  

문제변수 제거 

•다중공선성 문제가 되는 설명변수를 제외한다.  

•여러개가 존재하는 경우 목표변수와 상관관계가 낮은 예측변수를 제외한다. 

주성분 분석 : http://203.247.53.31/Stat_Notes/adv_stat/MDA/MDA_PCA.pdf  

예측변수를 (서로 독립인)주성분 변수로 변환하여 사용한다.  ( =부하행렬) 

주성분 분석(Principal Component Analysis)은 다음 원칙에 의해 원변수의 선형 결합인 주성분을 얻는다.  

•주성분 변수 간에는 서로 상관 관계가 전혀 없다. (독립이다)  

•첫번째 주성분은 변수들의 변동을(분산, 이를 변수가 가진 정보로 표현) 가장 많이 설명하고 계속 구해지는 2, 
3, …번째 주성분은 자료의 나머지 정보들을 설명하고 크기는 점점 줄어 든다.  

•주성분 변수(Principal Component)는 원변수(회귀모형의 예측변수 ’s)의 선형결합이며 서로는 독립이다.  

•주성분 변수는 서로 독립이므로 주성분 변수를 설명변수로 사용한다면 다중공선성 문제가 발생하지 않는다. 

능형 회귀분석 Ridge Regression 

다중공선성은 회귀계수의 추정오차를 증가시키므로 불편성(OLS는 불편 추정량이다)을 포기하는 대신 
MSE(Mean Square of Error 평균오차자승합)를 최소화 하는 편기(biased) 추정량을 구하는 추정 방법을 사용함으
로써 다중공성선 문제를 해결하는데 이를 능형 회귀분석((Ridge Regression)이라 한다.  

•편기 추정량 의 를 최소화 하는 를 구하

면 이를 능형 추정량이라 한다. 이면 OLS 추정값이다. 

•상수 와 VIF 산점도를 이용하여 각 예측변수의 추정 회귀계수 값이 안정화 되는 값을 최적값으로 설정한다. 
다소 주관적이다. 

zi =
xi − x̄i

s(xi)
ci = xi − x̄i

PCn×p = Xn×pLp×p L

X

̂b* = (X′ X + cI )X′ y MSE( ̂b*) = E( ̂b* − b)2 0 < c < 1
c = 0

c c
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【회귀분석】 【다중공선성】

파이썬 코드 : 예제 

데이터 

VIF 진단 

y=df_clean['Mortality'] 
X=pd.concat([df_clean[selected_features_BE],df_clean[['JulyTemp',
'log_HCPot']]],axis=1)

•유의수준 0.2 기준 후진제거 방법 변수선택 결과 selected_features_BE 8개 예측변수와 추가 2개 예측변수(7
월기온, 로그_HCPot) 총 10개를 사용하였다. 

•예상대로 다중공선성 문제 발생 경고가 있음 

   결정계수=76.9%

from statsmodels.stats.outliers_influence import variance_inflation_factor     
def calculate_vif_(X, thresh=10): 
    variables = list(range(X.shape[1])) 
    dropped = True 
    while dropped: 
        dropped = False 
        vif = [variance_inflation_factor(X.iloc[:, variables].values, ix) 
               for ix in range(X.iloc[:, variables].shape[1])] 
        maxloc = vif.index(max(vif)) 
        if max(vif) > thresh: 
            print('dropping \'' + X.iloc[:, variables].columns[maxloc] + 
                  '\' at index: ' + str(maxloc)) 
            del variables[maxloc] 
            dropped = True 
    print('Remaining variables:') 
    print(X.columns[variables]) 
    return X.iloc[:, variables] 

X0=calculate_vif_(X)

•10을 기준으로 4개 변수만 선택되었음
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【회귀분석】 【다중공선성】

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(X0)  
fit=sm.OLS(y,X).fit() 
fit.summary()

•다중공선성 문제가 해결되어 더 이상 경고창이 출력되지 않음 : 모든 예측변수 유의함

 결정계수 = 62%
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【회귀분석】 【다중공선성】

능형회귀 Ridge Regression 

 

 

 

from sklearn.linear_model import Ridge 
y=df_clean['Mortality'] 
X=pd.concat([df_clean[selected_features_BE],df_clean[['JulyTemp',
'log_HCPot']]],axis=1) 
clf=Ridge(alpha=0.3) #디폴트 = 1, c와 동일 
clf.fit(X, y)

•다중공선성 문제가 해결되어 더 이상 경고창이 출력되지 않음 : 모든 예측변수 유의함

import numpy as np 
np.set_printoptions(precision=4,suppress = True) 
print(clf.intercept_,clf.coef_)   #절편, 회귀계수 추정값
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【회귀분석】 【다중공선성】

주성분분석 

 

from sklearn.preprocessing import StandardScaler 
y=df_clean['Mortality'] 
X=pd.concat([df_clean[selected_features_BE],df_clean[['JulyTemp',
'log_HCPot']]],axis=1) 
X_s=StandardScaler().fit_transform(X) #scale standardization 
from sklearn.decomposition import PCA 
pca=PCA(n_components=5) #80% rule 0.8 
df_pca=pd.DataFrame(pca.fit_transform(X_s)) #PC variables 
df_pca.columns=['PC1','PC2','PC3','PC4','PC5'] 
df_pca.set_index(df_clean.index,inplace=True) 
df_pca.head(3)

•주성분 변수 5개만 선택하였음 : n_components=5 대신 0.8을 사용하면 원변수 변동 80%까지 누적 설명하
는 주성분 개수가 자동 선택된다.

주성분 변수 4만 제외하고 모두 유의함 - loadings(부하값)은 주성분 이름 부여에 사용
함 : 주성분 1은 기후-환경 성분, 2는 비백인 거주 지역 성분 
loadings=pd.DataFrame(pca.components_.T) 
loadings.set_index(X.columns)

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_pca)  
fit=sm.OLS(y,X).fit() 
fit.summary()
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

회귀진단 및 최종 예측모형 

개념 

회귀분석은 이론이나 경험으로 얻어진 사실을 기반한 객관 타당성에 의해 설정된 회귀모형을 데이터를 통하여 
유의성을 판단하는 분석방법이다. 

회귀분석 시작 시 오차항에 대한 “가정”과 함수의 선형성을 가정하였음 

•이 가정 하에 회귀계수에 대한 검정통계량의 샘플링분포도 구하였고 회귀계수에 대한 추론과 분석 결과를 해
석하였다. 

•만약 이 가정이 성립되지 않으면 분석결과를 신뢰할 수 없게 된다. 

•하여, 회귀모형의 가정을 만족하는지 분석할 필요가 있음 - 이를 회귀진단(잔차분석)이라 함 

선형성 가정은 회귀모형 유의성 검정 결과와 동일하므로 잔차분석이라 함은 오차항에 대한 3가지 가정(정규성, 
등분산성, 독립성)을 진단하고 문제를 해결하는 방법이다. 

•독립성 진단은 시계열 자료에서만 하게 됨 

•추가적으로 회귀모형 추정 결과에 영향을 주는 (이상치, 영향치) 진단까지 잔차분석에 포함됨 

최종 회귀모형 확정 전 회귀추론의 기본가정인 오차가정(정규성, 이분산성, 독립성), 회귀모형의 선형성, 그리고 
회귀모형의 결정계수(모형 설명력)에 영향을 미치는 이상치(영향치) 진단이 필요하다. 

잔차 residual 및 진단도구 

회귀모형 및 추정 

회귀모형  ,  [행렬 표현] ,  

•추정 (OLS) :  

•적합치 : , 는 멱등행렬 

멱등 idempotent 행렬 가 성립하면 는 멱등행렬이다. 

잔차 정의 

• ,  : 잔차는 종속변수 관측치와 모형 적합치의 차이 

•회귀모형 오차항( )의 MVUE :  

yi = α +
p

∑
k=1

βk xki + ei ei ∼ N(0,σ2) y = Xβ + e e ∼ MN(0, σ2I )

β̂ = (X′ X )−1X′ y

ŷ = Hy H = X(X′ X )−1X′ 

HH = H H

r = (I − H )y ri = yi − ̂yi

ei ̂ei = ri
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

잔차성질 

•잔차의 평균은 이고 분산은 이다. 

•잔차는 서로 독립인가? 사실 오차는 독립을 가정하나 잔차는 독립이 아니다. 회귀계수 OLS추정에는 모
든 관측치가 포함되어 있기 때문이다. 

• : 예측변수와 잔차의 곱의 합은 0이다 - 설명변수와 잔차는 독립이다. 예측변수에 의해 설명되

고 남은 부분(잔차)은 서로 독립이다. 

•  : 적합치와 잔차의 곱의 합은 0이다. 적합치는 예측변수에 의해 설명된 부분과 설명되지 않은 

잔차 부분은 서로 독립이다. 

잔차분석이란  

오차의 추정치인 잔차를 이용하여 다음 작업 과정을 거치는 것이다. 

•설명변수와 종속변수의 함수 관계는 선형인가? <=> 회귀계수 유의성 검정과 동일 <=> 오차항의 패턴 없이 무
작위 형태 

•오차의 분산은 설명 변수의 값에 따른 변화는 없는가? (등분산성) 

•오차항은 서로 독립인가? (독립성)  : 시계열 데이터 회귀분석에서만 체크한다. 

•오차항은 정규분포를 따르는가? (정규성) 

•이상치나 영향치가 존재하는가? 등분산 가정에 의해 잔차의 값이(표준화 잔차 , 표준정규븐포를 가정하므
로 ) 큰 경우  

•고려된 설명 변수 이외 다른 주요한 설명 변수가 존재하지는 않는가? 잔차가 일정한 패턴을 갖는다. *)현실성 
결여 

잔차 종류 

표준화 standardized 잔차  

,  

•표준화 잔차는 추정 회귀식으로부터 관측치가 얼마나 떨어져 있나를 나타내는 것으로  (표준정규분포의 경

우  구간 안에는 95% 관측치가 있음) 보다 크면 이상치일 가능성이 높음 

스튜던트 studentized 잔차  

,  

•잔차를 t-분포를 따르는 통계량으로 만든 것으로 이면 이상치(혹은 영향치)로 판단  

E(ri) = 0 V(ri) = σ2

(xi, yi)

∑ xiri = 0

∑ ̂yiri = 0

±2

zi =
ri − r̄

s(ri) = MSE
MSE = ̂σ2

±2
±1.96

sti =
ri

MSE /(1 − hii)
hii = x′ 

i(X′ X )−1xi

±2
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

•  :  행렬의 대각 원소로 leverage 레버리지(지렛대)로 정의되며 영향치 판단에 사용 

표준화/스튜던트 제외 standardized & deleted 잔차  

,  

• 번째 관측치를 제외하고 회귀모형을 추정한 후 얻은 적합치를 사용하여 얻은 잔차로 표준화/스튜던트 잔차
에 비해 더 정확한 개념의 잔차이지만 현실에서는 자주 사용하지 않음 

진단도구 

① 잔차(Y-축)와 설명변수 산점도 Scatter plot of residual against independent variable  

설명변수와 잔차의 산점도는 함수 형태를 가져서는 안된다. 왜냐하면 
오차와 설명변수가 종속변수를 설명하지 못하는 부분에 해당되기 때
문이다. 단순회귀에서는 설명변수가 하나이므로 설명변수와 종속변수
가 동일하므로(동일한 형태) 단순회귀에서는 이 산점도를 사용하지 않
는다. 다중회귀에서는 오차의 등분산성 진단을 위하여 가끔 사용하기
도 하지만 유효성이 의심되어 이 산점도는 다중회귀 잔차분석에서도 
거의 사용하지 않는다. 

② 잔차와 종속변수 추정치 산점도 (*) 단순회귀분석에서는 이 도구만 주로 사용 

잔차를 Y축, 종속변수의 예측치를 X-축으로 하여 산점도를 그린다.  잔차는 추정된 회귀 모형이 종속 변수의 변동
을 설명하지 못하는 부분에 해당하므로 산점도에 일정한 패턴이 있으면 안되고 평균 0을 중심으로 무작위
(random) 하게 흩어져 있어야 한다. 그리고 잔차가 크다는 것은 그 관측치가 이상치 가능성 있다. 또한 이 산점도
에 의해 등분산성, 선형성도 진단한다. 

③ 잔차(Y-축)와 시간(time, X-축)의 시간도표(time plot) : 시계열 데이터에만 국한된다. 

④ 변수(관측치를 나누는 분류 변수) 수준별 잔차 그래프  

관측치를 분류할만한 변수가 있을 때에만(예: 성별) 가능하다. 즉 설명변수 이외에 분류형 변수(이를 지시변수라 
함)가 있을 때만 그린다. 

⑤ 잔차에 대한 일변량 분석 : 전처리 작업에서 종속변수 정규변환 하였음 

Stem and Leaf plot과 Shapiro-Wilks W-통계량(정규성), Box-Whisker plot(정규성, 이상치 혹은 영향치) 이상치나 
영향치는 ②의 그래프에서 진단되므로 정규성만 검정하면 된다.  

*) 잔차의 정규성 검정에 대한 찬반 : (a) 잔차는 종속변수의 평균의 개념으로 계산되어 대표본 large sample 이론
에 의해 데이터가 충분히 크면 (>30) 정규분포에 근사하게 되어 표본의 크기가 충분히 큰 경우 정규성 진단은 하
지 않아도 됨   

hii H = X(X′ X )−1X′ 

z(i) =
r(i) − r̄

MSE(i)

st(i) =
r(i)

MSE(i) /(1 − hii)

i−
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

잔차 구하기  

변수선택 => 다중공선성 진단 통과한 4개 예측변수 활용

 

 이상치 2개 존제 

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(X0)  
fit=sm.OLS(y,X).fit()

•회귀분석 추정 결과는 모두 fit 오브젝트에 저장되어 있다. 
•적합치는 *.fittedvalues, 표준화 잔차 *.resid_pearson

import seaborn as sns 
import matplotlib.pyplot as plt 
sns.residplot(fit.fittedvalues,fit.resid_pearson,lowess=True) 
plt.title('scatter plot of (yhat vs standard_res)') 
plt.axhline(2) 
plt.axhline(-2) 
plt.show()
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

선형성 Linearity 

종속변수와 설명변수 간의 함수관계는 선형(직선)이다. 선형 회귀모형의 기본 가정이다.  

회귀모형 전처리 작업(종속변수와 해당 설명변수의 산점도)에서 사전 진단 후 해결하였고 회귀모형(선형) 유의성 
검정을 거쳐 선형성 검정은 필요 없으나 변수들간의 관계가 복잡하게 얽힌 경우 통합적 선형성 검정 분석방법이 
필요하다. 

Harvey A. and Collier P. (1977); Testing for Functional Misspecification in Regression Analysis, Journal of 
Econometrics 6, 103--119. Johnston, J. (1984); Econometric Methods, Third Edition, McGraw Hill Inc. 

정규성 가전 

오차의 가정 중 하나로 이를 기반으로 모형 전체의 유의성 검정인 분산분석 F-검정, 예측변수의 유의성 검정인 t-
검정의 기본 가정이다. 

오차는 잔차에 의해 추정되므로 잔차의 정규성 검정과 동일하다. 

•귀무가설 : 데이터는 정규분포를 따른다. / 대립가설 : 정규분포를 따르지 않는다. 

import statsmodels.stats.api as sms 
sms.linear_harvey_collier(fit)

•싱귤러 행렬이라는 경고문과 함께 출력되지 않음

from scipy.stats import shapiro 
shapiro(fit.resid)[0:2]

•앞의 값은 검정통계량이며 2번째 값은 유의확률(0.9737…)로 유의확률이 매우 크므로 잔
차는 정규분포(귀무가설 만족)를 따른다.

import statsmodels.stats.api as sms 
sms.omni_normtest(fit.resid)[0:2]

• Omni Test : 앞의 값은 검정통계량이며 2번째 값은 유의확률(0.7667…)로 유의확률
이 매우 크므로 잔차는 정규분포(귀무가설 만족)를 따른다. 

• sm.OLS 출력결과에 자동출력된다.
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

Jarque, Carlos M.; Bera, Anil K. (1980). "Efficient tests for 
normality, homoscedasticity and serial independence of regression 
residuals". Economics Letters. 6 (3): 255–
259. doi:10.1016/0165-1765(80)90024-5. 

등분산 가정 

진단 

잔차와 예측치 산점도 <=> (설명변수와 종속변수) 산점도  나팔 fan 모양 

종속변수의 값에 의존하여 분산이 커지거나 작아짐 - 등분산 가정이 무너지면 분산이 큰 부분에서 종속변수의 값
이 적합선을 많이 벗어난 것이 적합 정도가 떨어진다고 결론 내릴 수 없음, 이는 분산이 다르므로 이상치가 발생
할 수 있기 때문이다.

 
검정방법 

•귀무가설 : 데이터는 등분산성을 갖는다. 

•대립가설 : 데이터는 등분산성을 갖지 않는다. 

두 방법 모두 잔차는 등분산성을 따르므로 오차의 등분산성 가정이 만족된다. 

Breush-Pagan test 

Gujarati, Damodar N.; Porter, Dawn C. (2009). Basic Econometrics (Fifth ed.). New York: McGraw-Hill Irwin. 
pp. 385–86. 

import statsmodels.stats.api as sms 
sms.jarque_bera(fit.resid)[0:2]

• Jarque-Bera Test : 앞의 값은 검정통계량이며 2번째 값은 유의확률(0.537…)로 
유의확률이 매우 크므로 잔차는 정규분포(귀무가설 만족)를 따른다. 

• sm.OLS 출력결과에 자동출력된다.

import statsmodels.stats.api as sms 
sms.het_breuschpagan(fit.resid,fit.model.exog)[0:2]

•유의확률(0.6763…)로 유의확률이 크므로 등분산(귀무가설 만족)을 만족한다.
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Goldfeld-Quandt test 

Goldfeld, Stephen M.; Quandt, R. E. (June 1965). "Some Tests for Homoscedasticity". Journal of the American 
Statistical Association. 60 (310): 539–547. 

해결 방안 

문제가 되는 예측변수로 회귀모형 나누기 *) 문제 변수가 1개일 때만 가능함  

이분산 heterscedasticity 회귀모형   

변환 :  (문제변수가 인 경우) 

등분산 회귀모형 : 종속변수는 , 절편은 이다. 

 OLS대신 WLS 가중최소자승법 사용 

을 최소화 하는 추정치를 가중최소추정량이라 한다. 

가중치 을 사용한다. 

import statsmodels.stats.api as sms 
sms.het_goldfeldquandt(fit.resid,fit.model.exog)[0:2]

•유의확률(0.1299…)로 유의확률이 크므로 등분산(귀무가설 만족)을 만족한다.

yi = α +
p

∑
k=1

βk xki + ei

yi

xki
=

α
xki

+ βk +
p

∑
k=1

βk xki(no xki) + ei Xk

yi

xki
bk

minα,β1,...,βp ∑ wi(yi − α −
p

∑
k=1

βk xki)2

wi =
1
̂y2
i

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(X0)  
fit=sm.OLS(y, X).fit() 
fitw=sm.WLS(y, X,weights=1./(fit.fittedvalues**2)).fit() 
fitw.summary()

•본 예제는 등분산을 만족하나 만족하지 않는다는 가정 하에 실행한 예제이다. 
• fitw 에 저장되는 내용은 일반 선형회귀 추정과 동일하다. 
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

독립성 가정 

개념 

시계열 데이터의 경우 오차항이 전 차항의 오차들에 의해 영향을 받게 되면 오차의 독립성이 파괴된다. 

오차항 독립이 아니면 종속변수에 설정된 설명변수가 설명하지 못하는 일정의 패턴이 존재하므로 회귀추정이 불
완전함 

진단도구 

•Durbin Watson 퉁계량   

•DW 검정통계량의 값은 에 근사한다. 상관계수 은 의 상관계수 (<=> 오차의 1차 자기상관
계수)이다.  

•오차가 독립(자기상관이 존재하지 않음)이면  이고 에 근사한다. 

(DW 이용방법) 

 
positive autocorrelation (양의 상관관계) 

•If  , 양의 상관관계가 존재한다. 

•If , 자기상관이 존재하지 않는다. 독립이다. 

•If , 결론 내릴 수 없음 

negative autocorrelation (음의 상관관계) the test statistic (4 − d) 

•If  , 음의 상관관계가 존재한다. 

•If , 자기상관이 존재하지 않는다. 독립이다. 

•If , 결론 내릴 수 없음 

  결정계수 61.1%

2(1 − r) r (et, et−1)

r = 0 DW = 2

DW < DL

DW > DU

DL < DW < DU

DW > 4 − DL

DW < 4 − DU

4 − du < DW < 4 − dL
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

해결책 

목표변수의 1차 전기 항 을 예측변수로 사용하거나 종속변수의 차분항( )을 목표변
수로 사용한다. 

sm.OLS, sm.WLS 실행하면 DW(Durbin Watson) 자동 출력된다. 

 

이상치 & 영향치 

개념 

이상치 outlier : 설명변수 관측치 범위 내에 존재하며 
적합 회귀선에서 벗어난 관측치 - (문제) 회귀모형 적
합정도, 결정계수를 떨어뜨림 (해결) 삭제 후 회귀모
형 적합 

영향치 influential : 설명변수 관측값 범위를 벗어났
으며 적합 회귀선 상에 있는 관측값 - (문제) 결정계
수 값을 과하게 높이고 회귀계수 유의성 매우 높임 - 
잘못된 결론 (해결) 설명변수 관측값 주변  관측치를 
더 수집한 후 분석, 혹은 제외 후 모형 적합 

진단도구 

•원 변수 산점도, 잔차-적합치 산점도 

•표준화 잔차나 스튜던트 잔차 (선호) : 이상이면 이상치 

•레버리지 통계량  : ( =설명변수 개수,  =데이터 수) 2배보다 크면 영향치

로 진단함  

해결책 

•이상치 - 삭제 : 회귀모형의 적합성 높아짐 <=> 결정계수 높아짐 

•영향치 : 결정계수를 커지게 하는 경향이 있음 <=> 제외하고 추정 모형을 예측하는 것이 적절하다. 

(yt−1) ▽ Yt = (Yt − Yt−1)

±2

hii = x′ 
i(X′ X )−1xi h̄ =

p + 1
n

p n
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(X0)  
fit=sm.OLS(y, X).fit() 
import matplotlib.pyplot as plt 
fig, ax=plt.subplots(figsize=(12,8)) 
fig=sm.graphics.influence_plot(fit,ax=ax, criterion="cooks") 
plt.axvline(10/59) 
plt.axhline(2) 
plt.axhline(-2) 
plt.title(' ') 
plt.show()

•이상치 진단 기준 , 영향치 진단 기준  
•이상 도시 : San Jose, Albany 
•영향 도시 : Los Angeles, San Francisco, Wprvester, Birmington

±2 2 * (4 + 1)/59
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

Wrapping Up 

 이상치 제거 

 결정계수 66.2%로 증가 

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean[['Rain', '%NonWhite', 'NOx', 'log_NOxPot']])  
fit=sm.OLS(y, X).fit() 
fit.summary()

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean2['Mortality'] 
X=sm.add_constant(df_clean2[['Rain', '%NonWhite', 'NOx', 
'log_NOxPot']])  
fit=sm.OLS(y, X).fit() 
fit.summary()

infl=fit.get_influence() 
df_clean.stres=infl.resid_studentized 
df_clean2=df_clean[(df_clean.stres<2) & (df_clean.stres>-2)] 
df_clean2.shape 

 결정계수 62% 
•이상치 2개 제외 되었음

import matplotlib.pyplot as plt 
fig, ax=plt.subplots(figsize=(12,8)) 
fig=sm.graphics.influence_plot(fit2,ax=ax, criterion="cooks") 
plt.axvline(10/59) 
plt.axhline(2);plt.axhline(-2) 
plt.title('2 outliers deleted') 
plt.show()

•다시 이상치 3개 진단되었음(New Orleans, Sandiago, Lancer) : 보다 정확한 
예측모형을 얻으려면 이상치 제거를 계속 진행해야 한다. 

•영향도시는 동일 : Los Angeles, San Francisco, Wprvester, Birmington
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

 

최종회귀모형 : 결정계수=66.2% 
 

•양의 영향 : 강우량, 비백인비율, Log(NOxPot) 높을수록 사망률 지수는 높아진다. 

•음의 영향 : NOx(Nitrogen oxides )가 높아질수록 사망율 지수는 낮아진다. 말이 되나? 개별 상관계수도 음이나 
회귀계수 부호가 적절하다. 왜? 찾아야 한다. 이것이 통계학이 과학인 이유다. 가구당 가구원수(음), 환경요인과 
높은 상관관계, - 대부분 사망율 지수를 낮추는 요인임

  

Mortalit y = 780 + 1.67 * Rain + 2.96 * NonWhite − 0.47 * NOx + 31.107 * Log(NOxPot)
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

예측값, 신뢰구간, 예측구간 

회귀모형  

•OLS 추정치 :  

주어진 예측변수 값 벡터 :  

예측구간 

주어진 예측변수  목표변수  적합치 :  

• 는 오차이고 평균이 0이므로 추정량은 으로 기대값 추정량과 동일하다. 

•추정량 평균 :  

•추정량 분산 :  

•추정량은 목표변수의 선형결합이므로 추정량의 샘플링분포는 정규분포를 따른다. 

신뢰구간 

주어진 예측변수의 목표변수 기대값 추정량 :    

•추정량 평균 :  

•추정량 분산 :  

•추정량은 목표변수의 선형결합이므로 추정량의 샘플링분포는 정규분포를 따른다. 

예측구간, 신뢰구간 어느 것을 사용하나? 신뢰구간이 예측구간보다 작으나 예측변수의 개별 관측값이 주어진 경
우 목표변수 관측값을 예측하는 것이므로 예측구간을 사용하는 것이 적절하다. 

 

y = Xβ + e

β̂ = (X′ X )−1X′ y

x0

x0 ̂y
0
| x0 = x0 β̂ + e0

e0 ̂y
0
| x0 = x0 β̂

E( ̂y
0
| x0) = x0 β̂

V( ̂y
0
| x0) = σ2(I + x′ 

0(X′ X )−1x0)

E( ̂y
0
| x0) = x0 β̂

E( ̂y
0
| x0) = x0 β̂

V( ̂y
0
| x0) = σ2I
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

파이썬 코드 

새로운 도시[예측변수 순으로 1=절편항, 40=강우량, 15=비백인비율, 10=NOx, 2.5=log_NOxPot]의 사망율 
지수를 추정해 보자. 

pred_int=fit2.get_prediction(X) 
pred_int.summary_frame()

mean은 종속변수 적합치이므로 fit2.fittedvalues 와 동일하다.

pred_new=fit2.get_prediction([1,40,15,10,2.5]) 
pred_new.summary_frame()
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【회귀분석】 【회귀진단 & 최종 예측모형】

표준화 회귀계수 

회귀계수는 예측변수 한 단위당 목표변수의 변동 크기이다. 만약 예측변수의 단위가 유사하면 회귀계수의 크기
만으로 목표변수의 영향력을 측정할 수 없다. 

이를 위하여 예측변수를 표준화 한 후 회귀모형을 추정하면 회귀계수의 크기만으로 예측변수의 영향력을 측정
할 수 있다. 예측변수를 표준화 했으므로 상수항을 삽입할 필요는 없다. 

LASSO 방법 

처음 2개는 일치하나 Rain이 NOx에 비해 사망율 지수에 대한 영향력 크기가 낮다. 

import statsmodels.api as sm 
y=df_clean2['Mortality'] 
X=df_clean2[['Rain', '%NonWhite', 'NOx', 'log_NOxPot']] 
from sklearn.preprocessing import scale 
X_std=scale(X,with_mean=True,with_std=True) 
fit3=sm.OLS(y, X_std).fit() 
fit3.summary()

‘log_NOxPot’=36.9 > ‘%NonWhite’=26.4 > ‘Nox’=-22 > ‘Rain’=18 순으
로 크다. ‘log_NOxPot’예측변수는 Rain에 비해 사망율 지수에 2배의 영향력을 갖는
다.

from sklearn import linear_model 
import matplotlib.pyplot as plt 
lassoReg=linear_model.Lasso(alpha=0.1, 
fit_intercept=True, normalize=True) 
y=df_clean['Mortality'] 
X=df_clean[['Rain', '%NonWhite', 'NOx', 
'log_NOxPot']] 
fit=lassoReg.fit(X,y) 
var_nm=pd.Series(X.columns,name='Var') 
coeff=pd.Series(fit.coef_,name='Coeff') 
LASSO=pd.concat([var_nm,coeff],axis=1) 
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