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3.1 정의(Definition) 

확률변수 X 가 가질 수 있는(서로 다른) 값이 유한(finite)이거나 셀 수 있는(countable) 

경우 이를 이산형(discrete)이라 한다. 서로 다른 값이 무한인 경우는 연속(continuous)이라 

한다. 여기서는 이산형 확률변수에 대한 확률함수에 대해 논의할 예정이다. 표본 데이터로

부터 얻은 통계량의 의 확률함수는 모집단 특성치, 모수(parameter)에 대한 추론에 사용된

다. 이산형 확률변수의 확률함수는 쉽게 계산할 수 있다. 그러나 연속형인 경우에는 히스

토그램(histogram), 혹은 Polygon이 확률함수 예측에 사용된다. 

 

 

 

          

           

용어 정의 

○모집단(population) 관심의 대상이 되는 개체(people, organization, animals, plants or 

things)의 모임 

○표본(sample) 모집단에 대한 정보를 얻기 위하여 모집단으로부터 추출한 일부 개체. 

○모수(parameter) 모집단의 특성을 요약한 값, θ 으로 표현하며 모집단 평균( μ ), 모집

단 분산( 2σ )이 대표적인 모수이다. 

○통계량(statistic) 표본 데이터로부터 계산된 값, 표본평균( x ), 표본분산( 2s )이 대표적인 
예이다. 

○추정(estimate) 모수 값을 점(point)이나 구간(interval) 값으로 표현  

ˆ ˆ ˆ, ( , )L Uθ θ θ . For example, ˆ ,xθ =  ( ( 1;1 / 2)* / , ( 1;1 / 2)* / )x t n s n x t n s nα α− − − + − −  

○가설검정(Hypothesis testing) 모수에 대한 통계적 가설(귀무가설, 대립가설)의 진위 여

부를 통계량을 이용하여 판단하는 과정 

 

확률표본 1 2( , ,..., ) ( ; )
~n

iid
x x x f x θ  

iid =independently and identically distributed 

~ ( ; )X f x θ  

모집단 

Chapter 3. 이산형 확률변수 
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3.2 확률함수(Probability Distribution) 

( )X x= , 표본공간 S 의 모든 원소(결과)에 실수 x 을 대응시킨 규칙을 확률변수라 한다. 

정의 확률변수 X 가 임의의 값 x 을 가질 확률을 ( )P X x=  혹은 ( )p x 으로 표현하고 표

본공간 원소 중 x  값으로 대응된 원소의 확률의 합으로 정의한다. 

정의 확률변수 X 의 확률밀도함수(probability density function, pdf)는 확률변수 X 가 가지

는 값 x 와 그에 대응하는 확률 ( )p x 을 그래프, 수식, 표 형태로 나타낸 것이다. x 의 

범위가 정의역(domain, X-축), 확률 ( )p x 가 치역(range, Y-축)인 함수이다. 이산형 확률

변수의 확률밀도함수를 확률질량함수(probability mass function)이라 한다. 

 
EXAMPLE 3-1 확률밀도함수 

여자 3명, 남자 3명이 지원했다. 무작위로 2명을 선발할 때 선발될 남자의 수를 확률변수 

X 라 정의하자. 확률변수 X 의 확률밀도함수를 구하시오. 

 

y  ( )p y  

0 1/5 

1 3/5 

2 1/5 

 

3   3
2

( ) , 0,1,2
6
2

x x
p x x

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠= =

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
EXAMPLE 3-2 확률밀도함수(2) 

주머니에 구슬이 5개(1번-5번까지 숫자가 적혀 있음) 있다. 2개를 임의로 뽑았을 때  

(1)확률변수 X 을 두 수 중 큰 수라 정의할 때 확률밀도함수를 구하시오. 

(2)확률변수 X 을 두 수의 합 정의할 때 확률밀도함수를 구하시오. 

 

( )p y

      0    1   2 

probability histogram 

bar graph 
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정리(Theorem) 

이산형 확률밀도함수는 다음 조건을 만족한다. 

⑴ 0 ( ) 1,    p x for all x≤ ≤  

⑵ ( ) 1
x

p x =∑  

 
EXAMPLE 3-3 확률밀도함수 조건 

아래 함수가 확률밀도함수가 되기 위한 상수 c 값을 구하시오. 

⑴ ( ) ,  1, 2,...,10p x cx x= =   

⑵ ( ) (1/ 4) ,  1,2,3,...xp x c x= =   

⑶ ( ) / ,  1, 2,3,...,p x x c x n= =  

 

 

 

 

 
EXAMPLE 3-4 확률밀도함수 조건(2) 

헌혈 자원자의 혈액을 조사하였더니 3명 중에 한 명은 O+, 15명 중에 1명은 O-이었다. 무

작위로 3명을 선택하였을 때 확률변수 X 을 O+형을 가진 사람의 수, Y 을 O-형을 가진 사람

의 수라 할 때 ,X Y 의 확률밀도함수를 구하시오. 이를 결합(joint)확률밀도함수라 한다, 

 

 

 

 
HOMEWORK #5-1 

중계기가 작동할 확률은 0.9이고 서로 독립적으로 작동한다. 확률변수 X 을 작동하는 중

계기 개수라 정의할 때 확률밀도함수를 구하시오. 

                   ①  

 A                 ②              B 

                    ③ 

 

 



Mathematical Statistics / 3장. 이산형 확률변수          ▼ 21 

 
Prof. Sehyug Kwon, Dept. of Statistics, HANNAM University 
http://wolfpack.hnu.ac.kr @2010 Fall  

 
HOMEWORK #5-2 

주사위 X 는 숫자 0, 0, 0, 2, 2, 2, 주사위 Y 는  0, 1, 4, 5, 8, 9을 가지고 있다. 확률변수 
W 을 ( )X Y+ 라 정의할 때 확률변수 W 의 확률밀도함수를 구하시오. 

 

3.3 기대값(The expected value) 

확률밀도함수는 데이터의 분포(형태, 흩어진 정도)에 대한 정보는 주지만 요약 값(모수나 

통계량)에 대한 정보를 제공하지는 않는다. 확률밀도함수의 숫자적 요약을 기술 요약값

(descriptive values)이라 하는데 평균(mean), 중앙값(median), 분산(variance), 범위(range) 

등이 그 예이다. 모집단의 기술 요약값을 모수, 표본인 경우에는 통계량이라 한다. 

 

정의 확률변수 X 가 확률밀도함수 ( )p x 을 갖는다고 가정하자. 확률변수 X 의 기대값은 

다음과 같이 정의한다. 이를 평균이라 한다. 

( ) ( )
x

E X xp x= ∑  

2( ( ))X E X− 의 기대값을 확률변수 X 의 분산(variance)이라 하고 2( ) [( ( )) ]V X E X E X= −  
표현한다. ( )V X 의 양의 제곱근을 확률변수 X 의 표준편차(standard deviation) 라 한다. 모

집단의 경우 평균은 )(XE=μ  분산은 22 )( μσ −= XE 으로 표현하고 표본 데이터의 경우 

평균은 n
xX i∑= , 분산은  nxXs /)( 22 ∑ −= 으로 나타낸다. 

확률변수 X 의 함수 )(xg 의 기대값은 ( ( )) ( ) ( )
x

E g X g x p x= ∑ 으로 정의한다. 

정리(THEOREM) 

⑴상수 에 대해 ( )E c c= 이 성립한다. 

⑵ 상수 에 대해 [ ( )] [ ( )], [ ] [ ]E cg X cE g X E cX cE X= = 이 성립한다. 

⑶
1 1

[ ] [ ], [ ( )] [ ( )]
n n n n

i i i i i i i i
i i i i

E a X a E X E a g X a E g X
= =

= =∑ ∑ ∑ ∑ , ia  for 1, 2,...,i n= 는 상수. 

⑷ 2 2 2( ) [( ) ] ( )V X E X E Xμ μ= − = −  

①위의 정리를 증명해 보자. 
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EXAMPLE 3-4 기대값 

EXAMPLE 3-1에서 )(),1(),/1(),( 2 XVXEXEXE − 을 구해보자. 

 

 

 
EXAMPLE 3-5 기대값 정리 

새로운 기계 A 혹은 B를 사려고 한다. t 을 기계 작동 시간이라 하자. 기계 A의 일일 수

리 회수 1X 의 평균, 분산 각각 0.1t 이고 기계 B의 일일 수리 회수 2X 는 평균, 분산 각각 

0.12t 을 갖는다. 기계 A의 일일 수리비용 함수는 2
110 30AC t X= + , 기계 B의 수리비용 함수

는 2
28 30BC t X= + 이다. 기계를 10시간 사용할 때, 20시간 사용할 때 비용을 최소화 하는 

기계는? 

 

 

 

 

 
HOMEWORK #5-3 

① ba, 는 상수, X 는 이산형 확률변수일 때 ( ) ( )E aX b aE X b+ = + 이고 2( ) ( )V aX b a V X+ = 임

을 보이시오. 

②확률변수 X 가 평균 μ , 분산 2σ 을 가질 때 확률변수 XZ μ
σ
−

= (표준화. Standardized) 

의 평균과 분산을 구하시오. 

 

 

 
HOMEWORK #5-4 

세일즈맨이 하루에 고객 한 명을 만날 확률은 1/3, 두 명 만날 확률은 2/3이다. 만났을 때 

판매에 성공할 확률은 0.1, 실패할 확률은 0.9이다. 판매에 성공하면 500,000원을 번다. 
확률변수 X 을 일일 수입이라 정의할 때 ( ), ( ) and ( )p x E X V X 을 구하시오. 
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기대치(Expected value) ( ) ( )
x

E X xp x= ∑  (평균), 2( ) [( ( )) ]V X E X E X= − (분산) 

•평균(mean): 관측치 크기의 중심 

•분산(variance): 관측치들이 중심으로부터 얼마나 흩어져 있는지에 대한 측정 

 

3.4 이항분포 (Binomial) 

베르누이 시행(Bernoulli experiment) 

•확률실험의 결과가 두 가지이다. (성공 success=1, 실패 fail=0)  

•각 실험은 서로 독립(independent)이다.  

•각 실험의 성공 확률은 p 으로 동일하다.  

확률변수 X 을 베르누이 실행의 결과라 정의하자. 즉 성공이면 1=X , 실패면 0=X 이

다. 이 경우 확률변수 X 의 확률밀도함수(probability density function)은 다음과 같다. 이를 

베르누이 분포(Bernoulli distribution)라 한다. 

1( ) (1 ) , 0,1x xf x p p x−= − =  

Notation ~ ( )X Bernoulli p  

 

베르누이 분포에서 p 을 모수(parameter)라 한다. 여기서 모수의 의미는 그 값을 알면 

확률밀도함수를 그릴 수 있다는 것이다. 즉 확률을 계산할 수 있다는 의미이다.  

Random Sample 1 2( , ,..., ) ( ; )
~n

iid
x x x f x θ  

~ ( ; )X f x θ , 2,σμ  

모집단 

Statistics: 1 2
ˆ ( )X x x xθ = e g 2sx
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EXAMPLE 3-6 베르누이 분포 평균과 분산 

확률변수 ~ ( )X Bernoulli p 의 평균과 분산이 ,p pq 임을 보이시오. 

 

pqxpxxpXE
i

xx === ∑∑
=

−1

0

1)()( , pqpxxpxXE
i

xx === ∑∑
=

−1

0

1222 )()(  

pqXEXEXV =−= )()()( 2  

 
EXAMPLE 3-7 베르누이 분포와 이항 분포 

학생들 중 감기 환자가 10%이다. 학생 3명을 임의로 선택하였을 때 확률변수 X 을 감기 

걸린 학생 수라 정의할 때 X 의 확률밀도함수를 구하시오. 

 

X  )( xXP =  

0  

1  

2  

3  

 

정의(DEFINITION) 

확률변수 X 을 n번의 베르누이 시행에서 성공 회수 정의하자. 확률변수 X 의 확률밀도

함수는 다음과 같고 이를 이항분포(binomial distribution)라 한다. 

( ) (1 ) , 0,1, 2,...,x n xn
f x p p x n

x
−⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 --- ② 

Notation ~ ( , )X Binomial n p  

 
EXAMPLE 3-8 이항분포 PDF? 

식 ②의 이항분포 PDF가 확률밀도함수임을 보이시오. 그리고 확률밀도함수의 의미는? 
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EXAMPLE 3-9 이항분포 이용 

EXAMPLE 3-7에서 학생을 15명 임의 선택하였을 때 그 중 적어도 한 명이 환자일 확률을 

구하시오.  

0.5409 

 

 

 

IN SAS 

 

 

함수 PDF대신 CDF 사용하면 누적확

률밀도함수를 얻는다. 

∑
=

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=≤=

x

t

tnt pp
t
n

xXPxF
0

)1()()(  
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정리(THEOREM) 

확률변수 ~ ( , )X Binomial n p 일 때 2( ) ,  ( )E X np V X npqμ σ= = = = 을 밝히시오. 

PROOF 

0
( ) ( )

n x n x

x x

n
E X xp x x p q

x
−

=

⎛ ⎞
= =∑ ∑ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

np

xzqp
xxn

nnp

xxpxqp
xxn

nXE

n

x

xnx

n

x

xnx

=

∑ −=
−−

−
=

∑ =→=
−−

=

=

−−

=

−

1

1

1

)1(
)!1()!(

)!1(

)0)(0(
)!1()!(

!)( Q

 

2( ( 1)) ( ) ( )E X X E X E X− = − 을 이용하여 ( )V X 을 계산하자. (Q이항분포의 경우 2( )E X 을 

계산하는 것은 쉽지 않다) 

2( ( 1)) ( 1)E X X n n p− = −  

그러므로 2 2 2 2( ) ( 1) ( ) ( ) ( )E X n n p np V X E X E X npq= − + ⇒ = − = . Q.E.D. 

 

 
HOMEWORK #6-1 

확률변수 ~ ( , )X Binomial n p 이다. 확률변수 ( )n X− (“실패 개수”)의 PDF를 구하시오. 그리고 

어떤 분포를 따르는지 밝히시오. 

 

 
HOMEWORK #6-2 

헌혈 지원자의 80%는 헌혈 가능자라 하자.  

⑴5명을 임의 추출했을 때 적어도 한 명이 헌혈 가능한 사람일 확률을 계산하시오. 

⑵많아야 4명이 한혈 가능한 사람일 확률을 구하시오. 
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3.5 기하분포 (Geometric) 

정의(DEFINITION) 

베르누이 시행에서 첫 성공이 있기까지 실험(시행) 회수를 확률변수 X 라 정의하면 확률

밀도함수는 다음과 같고 이를 기하분포라 한다. 

1( ) (1 ) , 1, 2,...xf x p p x−= − =     

Notation ~ ( )X Geometric p  

IN SAS, PDF(‘GEOMETRIC’,m,p); m=실패 회수, xm =+1  

 

 
EXAMPLE 3-10 기하분포 이용 

기계 A가 1시간 동안 오작동 할 확률은 0.02이다. 이 기계가 두 시간 동안 오작동 없이 

작동될 확률을 구하시오. 

0.9604 

 

 

 

정리(THEOREM) 

~ ( )X Geometric p 이면 2 2 2( ) 1/ ,  ( ) (1 ) / /  where (1 )E X p V X p p q p q pμ σ= = = = − = = − 이다. 

PROOF 

1 1

1 1
( ) ( ) x x

x x x
E X xp x xpq p xq

∞ ∞− −

= =
= = =∑ ∑ ∑  

1( )x xd q xq
dq

−= 을 이용하면 1

1 1
( )x x

x x

d q xq
dq

∞ ∞ −

= =
=∑ ∑ 임을 알 수 있다. 

그러므로 

1

1 1
( ) ( )

1( )
1

x x

x x

dE X p xq p q
dq

d qp
dq q p

∞ ∞−

= =
= =∑ ∑

= =
−

. 분산은 숙제로 남겨둔다. Q.E.D. 
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EXAMPLE 3-11 기하분포 이용 

은행에 고객이 임의의 1초에 창구를 찾을 확률은 0.1이고 고객이 창구를 찾는 사건은 서

로 독립이라고 가정하자.  

①3초에 첫 손님이 올 확률을 계산하시오. 

②적어도 3초 안에는 첫 손님이 오지 않을 확률을 계산하시오.  

③첫 손님이 오려면 몇 초나 기다려야 할까? 

0.081 / 0.81 / 10 

 

 

 

 

 

 
HOMEWORK #6-3 

확률변수 ~ ( )X Geometric p 일 때 ( | ) ( )P X a b X a P X b> + > = > 임을 보이시오.  

이를 기하분포의 무기억성(memoryless property)이라 한다. 

 

 
HOMEWORK #6-4 (optional) 

~ ( )X Geometric p 일 때 2 2 2( ) (1 ) / /  where (1 )V X p p q p q pσ = = − = = − 임을 보이시오. 

TIP )(
22

2
∑
∞

=x

xq
dq
d

을 이용하여 ))1(( −XXE 을 구한 후 )( 2XE 을 얻으시오. 

 

3.6 음이항 분포(Negative Binomial) 

정의(DEFINITION) 

베르누이 시행에서 r 번 성공할 때까지 시행하는 실험 회수를 확률변수 X 라 하면 확률

밀도함수는 다음과 같고 이를 음이항분포라 한다.  

1
( ) (1 ) , , 1,...

1
r x rx

f x p p x r r
r

−−⎛ ⎞
= − = +⎜ ⎟−⎝ ⎠

   

Notation ~ ( , )X NB r p    

IN SAS, PDF(‘NEGBINOMIAL’,x-r,p,r); 
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“Negative” Binomial 은 의미는 “이항분포의 역”을 의미한다. 이항분포는 n번 베르누이 시

행에서 성공의 회수라면 음이항분포는 r번 성공할 때까지 시행의 회수에 대한 분포이다. 

 

정리(THEOREM) 

확률변수 ~ ( , )X NB r p 이면 평균과 분산은 다음과 같다. 

2 2( ) / ,  ( ) (1 ) /E X r p V X r p pμ σ= = = = −  

PROOF 

확률변수 1 1, ,..., rX X X 을 기하분포 ( )Geomeric p 라 하자.( )(~ pGeoX
iid

i ) 
1

r
i

i
X

=
∑ 는 ( , )NB r p

을 따른다(이 부분은 5장에서 다루기로 한다).  

평균 ∑∑ ===
p
rXEXEYE ii )()()( 이고 분산은 ∑∑ ===

2
)()()(

p
qrXVXVYV ii 이다. 

 
EXAMPLE 3-12 음이항 분포 이용 

지질학 연구 결과 석유 탐사 중 석유 발견 확률은 0.2이다.  

①3번째 탐사에서 처음 석유가 발견될 확률을 계산하시오. 

②7번째 탐사에서 3번째 석유가 발견될 확률을 계산하시오.  

③석유가 3개 발견될 때까지 시추를 계속하기로 하였다. 몇 번 정도 시추해야 하나? 

0.128 / 0.049 /15 

 

 

 

 

 
HOMEWORK #7-1 

제품의 10%는 불량이다. 제품을 하나씩 검사하는 과정에서 

(1) 첫 불량품이 2번째 검사에서 발견될 확률을 계산하시오. 

(2) 5번째 시행에서 세 번째 불량 제품이 발견될 확률을 계산하시오. 

(3) 5번째 시행 혹은 그 전 시행에서 세 번째 불량 제품이 발견될 확률을 계산하시오. 
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3.7 초기하 분포(Hyper-geometric) 

정의(DEFINITION) 

크기 N  모집단은 서로 다른 두 집단으로 구성되어 있고 한 그룹은 M 개 원소, 다른 그
룹은 ( )N M− 개 원소로 구성되어 있다. 모집단으로부터 크기 ( )n N≤ 의 표본을 뽑을 때 M

개 원소인 그룹에서 뽑힌 원소의 개수를 확률변수 X 라 정의할 때 확률밀도함수는 다음과 

같고 이를 초기하 분포라 한다. 

( ) , 0,1,..., , ,

M N M
x n x

f x x n x M n x N M
N
n

−⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠⎝ ⎠= = ≤ − ≤ −

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Notation ~ ( , , )X HG N M n    

IN SAS, PDF(‘HYPER’,x,N,M,n); 

정리(THEOREM) 

(1)만약 ~ ( , , )X HG N M n 이면, 2 ( ) ( )( ) ,  ( )
( 1)

M M N M N nE X n V X n
N N N N

μ σ − −
= = = =

−
. 

(2)As n →∞ , ( , , ) ~ ( ) ( , )MHG N M n app Binomial n
N

 (증명 skipped) 

 
EXAMPLE 3-13 초기하 분포 이용 

20명의 학생 중 10명을 무작위(랜덤)로 뽑아 면접 조사를 실시한다. 10명을 뽑았을 때 20

명 중 가장 뛰어난 5명이 포함되어 있을 확률을 계산하시오. 

0.01625 

 

 
EXAMPLE 3-14 초기하 분포 이용(2) 

사과 한 상자에 20개가 들어 있다. 5개를 임의로 골라 상태를 보고 불량 사과가 없으면 

구입 한다. 만약 4개의 불량 사과가 있는 상자를 골라 검사할 때 

(1)사과 상자를 구입하지 않을 확률은? 

(2)검사하는 5개 사과 중 불량 사과의 기대 개수는? 

0.2487 / 1 
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HOMEWORK #7-2 

OO라디오에는 6개의 트랜지스터가 있고 그 중 2개는 불량이라고 하자. 3개의 트랜지스터

를 임의 선택하여 검사할 때 불량의 개수를 확률변수 X 라 정의할 때 확률밀도함수를 얻

으시오. 

 

 
HOMEWORK #7-3 

초원에 서식하는 얼룩말 수(N)를 추정하려고 한다. M마리 얼룩말을 잡아 표식을 붙이고 

놓아 주었다. 일정 기간이 지난 후 n마리 얼룩말을 잡아 표식 여부를 확인하였다. n마리 

중 표식이 있는 얼룩말의 수를 확률변수 X 라 정의하자. 그리고 M=4, n=3이라 가정하자. 
(1) )1( =XP 일 확률을 구하시오. 

(2) )1( =XP 을 최대화 하는 모집단 얼룩말 수 N을 추정하시오. 

 

3.8 포아송 분포 (Poisson) 

단위 시간, 면적에서 임의의 사건 성공 회수에 관심을 갖는 경우를 생각하자. 한남대 앞 

정류장에 도착하는 버스 수(시간 당), 한 페이지 당 오타 숫자, 은행 창구를 찾는 고객 수

(10분 당) 등이 예이다. 

시간이나 면적을 각 구간에서는 많아야 하나의 사건이 있어 나도록 동일 크기의 구간으

로 나누자. 구간의 수를 n 이라 하고 각 구간에서 사건이 발생할 확률을 p 라고 하자. 그

러므로 각 구간에서 사건이 일어나지 않을 확률은 )1( p− 이고 각 구간은 마치 베르누이 

시행과 같은 실험이 된다.  

•     •         •    •      •  •      ---    •  

 

lim (1 )n
n

e
n

λ λ−

→∞
= −  사실을 이용하여 다음을 증명할 수 있다. 모수 ),( pn 인 이항분포는 모

수 np=λ 인 포아송 분포에 근사한다. 

lim (1 ) lim ( ) (1 )

( 1)...( 1)lim (1 ) (1 )
!

!

x n x x n x
n n

x
n x

xn
x

n n
p p

x x n n

n n n x
x n nn

e
x

λ

λ λ

λ λ λ

λ

− −

→∞ →∞

−

→∞

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− − +
= − −

=

 

n이 충분히 크고 p가 매우 작을 때 

이항분포는 포아송 분포에 근사한다. 
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위의 확률밀도함수를 포아송 분포라 한다. 

( ) , 0,1,2,...
!

x
f x e x

x
λλ −= =    

Notation ~ ( )X Poisson λ    

IN SAS, PDF(‘Poisson’, ,x λ ); 

정리(THEOREM) 

~ ( )X Poisson λ 일 때 2( ) ,  ( )E X V Xμ λ σ λ= = = = 임을 증명하시오. (포아송 분포는 평균과 

분산이 동일한 분포이다) 

PROOF 

1

0 1

0 0

( )
! ( 1)!

( / !)
!

x x

x x
z

x

z x

e eE X x
x x

e e x
z

λ λ

λ
λ

λ λλ

λλ λ λ

− − −

= =
− ∞

= =

= =∑ ∑
−

= = =∑ ∑Q

  

분산에 대한 증명은 숙제로 남겨 둔다. Q.E.D 

 

정리(THEOREM) 

확률변수 niPoissoniidX i ,...,2,1),(
~

=λ 일 경우 ∑
=

n

i
i nPoissonX

1
)(~ λ 이다. 이를 분포의 가

법성(additivity)이라 한다. (증명 later) 

 

 
EXAMPLE 3-15 포아송 분포 가법성 

초원에 서식하는 얼룩말의 수는 1 Acre 당 평균 5마리이고 포아송 분포를 따른다고 하자. 

10 Acre를 무작위 조사하였을 때 얼룩말을 하나도 보지 못할 확률은? 

1.9x10-22 

 

 
EXAMPLE 3-16 포아송 분포와 이항분포 관계 

~ ( 20, 0.1)X Binomial n p= = 일 때 ( 3)P X ≤ 을 구하는 문제에서  

(1)이항분포를 이용하여 계산하시오 (2)포아송분포를 이용하여 계산하시오. 

0.867 / 0.857 
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EXAMPLE 3-17 Empirical Rule 

한남대 정문 앞 건널목에서 한 달 평균 3건의 사고가 발생하고 포아송 분포를 따른다고 

가정하자. 그런데 지난 달에 6건의 교통사고가 발생하였다면, 교통사고의 평균 건수가 증

가하였다고 할 수 있나? 아니다. 

≈6 2μ σ+ =6.46  

 

 

 

 
EXAMPLE 3-18 포아송 분포 이용 

하루 8시간 작업 시간 중 기계가 멈춰 서는 회수는 평균이 2인 포아송 분포를 따른다.  

(1)4시간 작업하였으나 기계가 멈추지 않을 확률을 계산하시오. 

(2)하루 수익은 2(50 2 )X X− − 이다. 기대 수익을 계산하시오. 

0.367 / 40 

 

 
HOMEWORK #7-4 

))1(( −XXE 을 이용하여 포아송 분포의 분산이 λσ == 2)(XV 임을 증명하시오. 

 

http://www.stat.sc.edu/~west/applets/empiricalrule.html 

(| | ) 0.68
(| | 2 ) 0.95
(| | 3 ) 0.99

P X
P X
P X

μ σ
μ σ
μ σ

− < =
− < =
− < =

 

Tchebysheff’s (보다 강화) 

2
1(| | ) 1P X k
k

μ σ− < ≥ −  
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HOMEWORK #7-5 

~X Poisson 이고 ( 1) ( 2)P X P X= = = 이라면 확률 ( 4)P X = 을 계산하시오. 

 

HOMEWORK #7-6 

박물관을 방문하는 관람객 수는 평균 2λ = (시간 당)인 포아송 분포를 따른다고 하자. 

⒜오전 9:00~9:30 사이에 정확하게 3명의 관람객이 박물관을 찾을 확률은? 

⒝오전 9:00~10:30 사이에 관람객이 한 명도 오지 않을 확률을 계산하시오. 

⒞하루(8시간)에 몇 명의 관객이 오겠는가?  

 

3.9 적률생성함수 (Moment Generating function) 

정의(DEFINITION) 

•확률변수 X 에 대해 원점에 대한 k-차 적률(k-th moment)은 ( )kE X 이다. 

•확률변수 X 에 대해 평균 μ 에 대한 k-차 적률은 (( ) )kE X μ− 이다. 

•확률변수 X 의 적률생성함수, ( )XM t 는 ( )tXE e 라 정의한다. 

정리 THEOREM (왜 적률생성함수라 부르는가?) 

 ( ) ( 0) ( )k k
xM t E X= =  

PROOF  

Taylor Series: ...
!3
)0(

!2
)0()0()0()(

32
+

′′′
+

′′
+′+=

xfxfxffxf  

Taylor Series에 의해 
2 2 3 3

( ) ( ) (1 ...)
2! 3!

tx
X

t x t xM t E e E tx= = + + + + 이다. 

그러므로 ( ) ( 0) ( )k k
xM t E X= = 임이 증명된다. Q.E.D. 

 

Uniqueness of MGF (적률생성함수의 유일성) 

동일 적률생성함수를 갖는 두 확률변수 ,X Y 는 동일한 확률분포를 갖는다. 
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EXAMPLE 3-19 포아송 분포의 적률생성함수 

확률변수 ~ ( )X Poisson λ 의 적률생성함수가 ( 1)teeλ − 임을 보이시오. 이를 이용하여 평균과 

분산이 각각 λλ, 임을 보이시오. 

( 1)

( ) ( )
!

( )
!

t t

x
tX tx

X
x
t x

x

e e

eM t E e e
x

ee
x

e e e

λ

λ

λ λ λ

λ

λ

−

−

− −

= = ∑

= ∑

= =

  
λ

λλλλλ

λλ

λλ

λ

=

+=+==′′=

===′=

=
−−

=
−

)(
|)0()(

|)0()(

2
0

)1()1(2

0
)1(

XV
eeeeetMXE

eetMXE

t
tette

t
te

tt

t

 

 
EXAMPLE 3-20 선형 함수의 적률생성함수 

확률변수 X 의 적률생성함수가 ( )XM t 일 경우 ( aX b+ )의 적률생성함수를 얻으시오. 

 

( ) ( )bt
aX b XM t e M at+ =  

 
EXAMPLE 3-21 베르누이와 이항분포 

)( pBernoulli 으로부터의 확률표본 ),...,,( 21 nXXX 의 합( ∑
=

n

i
iX

1
)의 분포가 ),( pnBinomial 임

을 보이시오. 

)(~ pBernoulliX 일 경우 t

x

txtx
X peqxpeeEtM +=== ∑ )()()(  

∏ ∏∏ +=+==== ∑
∑

ntttXtXXt
X qpeqpeeEtindependeneEeEtM iii

i )()()()()()()(  

이항분포의 적률생성함수와 같으므로 적률생성함수의 유일성에 의해 ∑
=

n

i
iX

1
는 이항분포 

 
EXAMPLE 3-22 포아송 분포 가법성 

)(λPoisson 으로부터의 확률표본 ),...,,( 21 nXXX  합( ∑
=

n

i
iX

1
)의 분포는 )( λnPoisson 이다. 

∏ ∏∏ −− ===== ∑
∑

)1)(()1()()()()()(
tt

iii
i

enetXtXXt
X eeeEtindependeneEeEtM λλ  
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HOMEWORK #8-1 

⒜확률변수 ~ ( , )X Binomial n p 의 적률생성함수가 ( )t npe q+ 임을 보이시오. 적률생성함수를 
이용하여 평균과 분산인 각각 npqnp, 임을 보이시오. 

⒝확률변수 ~ ( )X Geometric p 의 적률생성함수는 
1

t

t
pe
qe−

임을 보이시오. 적률생성함수를 이용

하여 평균이 p/ 임을 보이시오. 

⒞ )( pGeometric 으로부터의 확률표본 ),...,,( 21 nXXX 의 합( ∑
=

n

i
iX

1
)의 분포가 ( , )NB n p 임을 

보이시오. 그러므로 음이항분포 ),( pnNB 의 적률생성함수는 ( )
1

t
n

t
pe
qe−

이다. 

 

 
HOMEWORK #8-2 

아래 적률생성함수를 갖는 확률분포함수를 얻으시오. (확률분포함수 참고하시오) 

⒜ 5( ) [(1/ 3) (2 / 3)]tM t e= + .    ⒝ ( )
2

t

t
eM t

e
=

−
   ⒞ 2( 1)( )

teM t e −=  

 

3.10 Tchebysheff Inequality (체비세프 부등식) 

정리(THEOREM) 

확률변수 X 는 평균 μ , 분산 2σ  갖는다고 하자. 양의 상수 k 에 대해 다음이 성립한다. 

2 2
1 1(| | ) 1   (| | )P X k or P X k
k k

μ σ μ σ− < ≥ − − ≥ ≤  

PROOF  

2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

(| | )

k k

k k
k

k
k

k k

x f x dx

x f x dx x f x dx x f x dx

k f x dx k f x dx

x f x dx x f x dx

k P X k

μ σ μ σ

μ σ μ σ
μ σ

μ σ
μ σ

μ σ μ σ

σ μ

μ μ μ

σ σ

μ μ

σ μ σ

∞

−∞
− + ∞

−∞ − +

− ∞

−∞ +

+ ∞

− +

= −∫

= − + − + −∫ ∫ ∫

≥ +∫ ∫

− + −∫ ∫

≥ − ≥

 

2 2k σ 으로 양변을 나누면 2(| | ) 1/P X k kμ σ− ≥ ≤ .     Q.E.D. 
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EXAMPLE 3-23 포아송 분포 이용 

확률변수 X 는 평균 20, 표준편차 2를 따른다고 가정하자.  

(1)확률밀도함수를 모를 때 (16 24)P X< < 의 확률을 계산하시오. 

(2)확률밀도함수가 좌우 대칭일 경우 (16 24)P X< < 의 확률을 계산하시오. 

0.75 / 0.95 

Tchebysheff Inequality (체비세프 부등식)에 의해 

75.0
2
11)2*2|20|2*2()4|20|4()2416(
2
=−≥<−<−=<−<−=<< XPXPXP  그러므로 

0.75이다. 

좌우 대칭이면 Empirical Rule에 의해 )2*2|20|2*2( <−<− XP , 즉 σ2± 에는 95%가 있

으므로 0.95이다. 
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